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गांधी जी का जन्तर 


तुम्हें एक जन्तर देता हूं । जब भी तुम्हें सन्देह 
हो या तुम्हारा अहम्‌ तुम पर हावी होने लगे, 
तो यह कसौटी आजमाओ : 

जो सबसे गरीब और कमजोर आदमी तुमने 
देखा हो, उसकी शकल याद करो और अपने 
दिल से पूछो कि जो कदम उठाने का तुम विचार 
कर रहे हो, वह उस आदमी के लिए कितना 
उपयोगी होगा । क्या उससे उसे कुछ लाभ 
पहुंचेगा ? क्या उससे वह अपने ही जीवन और 
भाग्य पर कुछ काबू रख सकेगा ? यानि क्‍या 
उससे उन करोड़ों लोगों को स्व॒राज्य मिल 
सकेगा जिनके पेट भूखे हैं और आत्मा अतृप्त है ? 

तब तुम देखोगे कि तुम्हारा सन्देह मिट रहा 
है और अहम समाप्त होता जा रहा है। 


#7 /.-. य्् 2 2 





अध्याय 8 
ज्याभिति की मौलिक संकल्पनाएं 


8,| ऐतिहासिक परिचय 
शब्द ज्यामिति यूनानी भाषा के दो शब्दों जियो (१८०) और मेट्न (#2॥०४) से बना है। जियो का 
अर्थ है, पृथ्वी या भूमि और मेट्रन' का अर्थ है, मापना। इस प्रकार ज्यामिति के उदगम को मानव 
सभ्यता के विकास के उस काल से जोड़ना होगा, जब मनुष्य को सर्वप्रथम अपने भूमि-क्षेत्रों को नापने की 
आवश्यकता पड़ी थी। सम्भवतः मिस्र निवासियों ने सर्व-प्रथम ज्यामिति का अध्ययन किया था। उनकी 
रुचि मुख्यतः क्षेत्रमिति की समस्याओं में थी, जैसे त्रिभूज, आयत आदि रेखीय आकततियों का क्षेत्रफल 
ज्ञात करना। इस के पश्चात बैबीलोन निवासियों ने भी भिन्‍न-भिन्‍न रैखिक आकततियों के क्षेत्रफल ज्ञात 
करने की समस्या का अध्ययन किया और कछ विशेष आकतियों के क्षेत्रफल ज्ञात करने के सत्र निर्धारित 
किए। ये सूत्र बेबीलोन निवासियों के पुराने गणित शास्त्र रिहण्ड पेपिरस (९90 /28799775) (!650 
ईसा पर्व) में उपलब्ध हैं। मिस्र और बेबिलोन निवासियों, दोनों ने ही, ज्यामिति का अधिकांश प्रयोग 
व्यवहारिक कार्यों के लिए ही किया तथा उसको एक क्रमबद्ध विज्ञान के रूप में विकसित करने के लिए 
बहत कम काम किया। 

हड़प्पा और मोहन्जोदड़ो (जो दोनों अब पाकिस्तान में हैं), लोथल (गुजरात में) और कालीबंगन 
(राजस्थान में) में हुई खुदाइयों से ज्ञात होता है कि प्राचीन भारत में 2500 ईसा पूर्व से [750 ईसा पूर्व की 
काल अवधि में, एक बड़े क्षेत्र में, एक विकसित सभ्यता फली फूली। इस क्षेत्र का विस्तार, उत्तर में 
पञ्ज़ाब और उत्तर प्रदेश और दक्षिण में नर्मदा के मुहाने तक था। ये लोग, नगर की योजना बनाने, 
गोदी, सड़क और स्वच्छता संबंधी स्थलों को बनाने में निपण और वास्तुकला में काफी कशल थे। इन 
स्थानों पर पाये गए, मिट्टी के बर्तनों पर ज्यामितीय आकृतियां, जैसे प्रतिच्छेदी वृत्त, अर्धगोले, खुदी हुई 
पाई गई हैं। इससे स्पष्ट होता है कि उन्हें ज्यामिति का ज्ञान था, परन्तु हमारे पास ऐसे प्रमाण नहीं हैं, 
जिन से हमें इस बात का पता लग सके कि उनका ज्यामिति ज्ञान कितना था। 

भारत में वैदिक काल में ज्यामिति का उद्गम वैदिक पूजा के लिए आवश्यक, भिन्न-भिन्न प्रकार 
की वेदियों और अग्नि-कण्डों के निर्माण कार्य से हुआ। बेदी बनाने में आवश्यक माप करने के लिए एक 
रस्सी, जिसे सुल्व' कहते थे, का प्रयोग करते थे। 800 ईसा पूर्व से 500 ईसा पूर्व तक की रचित सुल्व संत्रों 
(5008 87088) में वैदिक ऋषियों के ज्यामिति के ज्ञान के बारे में बहुत अधिक सूचनाएं हैं। बौद्धायन 


60 गणित 


सुल्व सूत्र (लगभग 800 ईसा पूर्व) में, जो इन सभी सूत्रों में सब से पुराना है, वधाकथित पाइथागोरस 
प्रमेय का स्पष्ट वर्णन मिलता है। सुल्व सूत्रों में उल्लेखित रचना विधियों से पाइथागोरस प्रमेय की 
उपपत्ति मिल जाती है। स॒ल्व सत्रों में, भिन्न-भिन्न प्रकार की रैेखिक आकृतियों के क्षेत्रफल ज्ञात करने 
के सत्र भी हैं। ' 

ज्याभिति का ग्रह ज्ञान, मिस्र निवासियों से यूनानियों तक पहुँचा। ऐसा जान पड़ता है कि मिलेटस' 
नामक एक नगर के व्यापारी थेल्स (640 ईसा पूर्व से 546 इसा पूर्व तक) ने अपने यौवन काल में बहुत 
धन एकत्रित कर लिया और उसके पश्चात्‌ अपना समय पर्यटन और अध्ययन में व्यतीत किया। एक 
बार जब वह मिस्र में यात्रा पर था, तो उसमें ज्यामिति के प्रति रुचि उत्पन्त हो गई। यूनान वापिस आने 
पर, उसने अपने मित्रों को ज्याभिति सिखाई। पाइथागोरस (580 इसा पूर्व-500 ईसा पूर्व) थेल्स के शिष्यो 
में सबसे अधिक प्रसिद्ध था। उसने ज्यामिति के बहुत से महत्वपूर्ण तथ्यों को सिद्ध किया। 

यूक्लिड (लगभग 300 इसा पर्व) एक अन्य स॒प्रसिद्ध यूनानी गणितज्ञ था। इसे ज्यामिति का पिता 
भी कहा जाता है। उसने ज़्यामिति के अध्ययन में एक नई विचार धारा का शुभारम्भ किया। यूक्लिड ने, 
ज्यामिति के तथ्यों को निगमनिक तर्क (0९0007५९०४४५5०ांग्ठ) द्वारा सिद्ध करने की विधि आरम्भ की। 
इस विधि में, कछ स्पष्ट तथ्यों को, बिना प्रमाण के, अभिगृहीत या स्वयं सिद्ध (॥४0॥9) मान लिया 
जाता है और फिर अन्य पूर्व प्रमाणित तथ्यों के आधार पर, प्रत्येक नये तथ्य को सिद्ध किया जाता है। 
यूक्लिड का ज्यामिति पर किया गया यह विशाल कार्य, एलीमेन्ट्स (070॥) नामक ग्रंथ के तेरह 
खंडों में प्रकाशित है। 

भारत के ज्यामितिविदों में, हमें ब्रह्मगृप्त (जन्म 598 ई०) का उल्लेख, जिन्होंने चक्रीय चत॒र्भज 
का क्षेत्रफल, उसकी भुजाओं और अर्द्धपरिमाप के रूप में ज्ञात किया, भास्कर [ (जन्म 8|4 ई०) का 
जिन्होंने पाइथागोरस प्रमेय की उपपत्ति विच्छेदन विधि द्वारा दी और आर्यभट्र (जन्म 476 ई०) का 
जिन्होंने समद्विबाहु त्रिभुज के क्षेत्रफल का तथा पिरैमिड (१७77०) के आयतन का परिकलन किया 
और पिरैमिड का निकटतम सन्निकट मान प्राप्त किया यहाँ उल्लेख कर देना आवश्यक है। 


8.2 ज्यामिति के अध्ययन का महत्व 


एक तल में बिन्दुओं, रेखाओं, कोणों, त्रिभुजों और अन्य आकृतियों के सम्बन्ध में बहुत से तथ्य आपने 
पहले ही अपने प्रयोगात्मक कार्य के द्वारा अनुभव किये हैं। उदाहरण के लिए, आप जाननते हैं कि: 
]. एक तल में दो भिन्‍न रेखाएं या तो समांतर होती हैं, या केवल एक बिन्दु पर प्रतिच्छेद करती 
हैं। 
2. यदि दो समांतर रेखाएं, एक तिर्यक रेखा द्वारा प्रतिच्छेदित हों, तो संगत कोण बराबर होते हैं। 
3, त्रिभज के तीनों कोणों का योगफल दो समकोण होता है। 

आप ने उन स्थितियों का भी अध्ययन किया है, जिन में दो त्रिभुज सर्वांगसम होते हैं। इन के 
अतिरिक्त, समांतरचतुर्भुजों, आयतों और उनके क्षेत्रफल सम्बंधी कुछ तथ्यों से भी आप परिचित हैं। 
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आपने अपने प्रयोगात्मक कार्य द्वारा, ऐसे कछ तथ्यों की जानकारी प्राप्त की है, जिनके महत्व के 
बारे में, आप को यथार्थ से अवगत कराना वांछनीय होगा। 

सब से पहले, यह बताना आवश्यक है कि आप को इन सभी तथ्यों की जानकारी होना आवश्यक 
क्यों है। अपने भावी जीवन में, आप में से बहुतों को, ऐसी स्थितियों का सामना करना पड़ सकता है जिन 
में ज्यामिति का ज्ञान बहुत उपयोगी ही नहीं, बल्कि अनिवार्य होगा। उदाहरण के लिए, आप में से 
इंजीनियर, तकनीकीविद और वैज्ञानिक बनेंगे। वे अनुभव करेंगे कि यह सभी जानकारी उनके लिए 
उपयोगी ही नहीं अपितु अपरिहार्य है। 

दूसरी बात समझने की यह है कि अभी तक जिन तथ्यों का अनुभव आपने किया है उन्हें केवल 
आकृतियां बनाकर और रेखाखंड तथा कोण आदि माप कर ही किया है। निस्संदेह, आप आकृ॒तियां 
बनाने जैसे कार्य को सदैव नहीं कर सकते, क्योंकि नये नये तथ्यों की जांच करना और उन सब 
को याद रखना एक कठिन कार्य होगा। दूसरी ओर, आपका कार्य सरल हो जाएगा, यदि इन में से क॒छ 
आधारभूत तथ्यों को सत्य मानकर, आप अन्य तथ्यों को उनसे तर्क द्वारा सिद्ध करना सीख लें। इन 
आधारभूत तथ्यों को, जिन को बिना प्रमाण के सत्य मान लेते हैं, अभिगहीत (85099) कहते हैं। कई 
बार अभिगहीत अंतर्ज्ञान द्वारा स्पष्ट होते हैं। 


एक गुणधर्म अथवा परिणाम को तभी सत्य मान लेंगे यदि इन अभिगुहीतों पर आधारित तर्क से 
हम उस का निगमन कर सकें। इस प्रक्रिया को, गृणधर्मों या परिणामों का सिद्ध करना कहते हैं और इस 
प्रकार सिद्ध किए गए परिणामों को प्रमेय कहते हैं। 

अब आप ज्यामिति के इन प्रमेयों को सिद्ध करना सीखेंगे। आगे के अध्यायों में, हम इस बात का 
प्रयत्न करेंगे कि इन प्रमेयों और उनके प्रमाणों को एक स्वाभाविक और तर्क संगत क्रम में प्रस्तृत करें 
जिससे आप उन्हें अधिक अच्छा समझ सकें और उनकी विशेषता का अनुभव कर सकें। 


8.3 बिन्दु, रेखा और समतल 


रेखागणित में तीन मौलिक संकल्पनाएँ हैं। ये हैं, बिन्द, (00॥7॥) रेखा (॥6) और समतल (9।0॥८) | हम इन 
तीन संकल्पनाओं की परिभाषा देने का प्रयत्न नहीं करेंगे क्‍योंकि इन्हें ठीक-ठीक से परिभाषित करना 
सम्भव नहीं है। किन्तु उदाहरणों की सहायता से इन संकल्पनाओं को हम समझ सकते हैं। कागज के एक 
पन्‍ने पर, बारीक पैंसिल द्वारा लगाया गया सूक्ष्म चिह्न, रेखागणित के बिन्दु से बहुत ही मिलता जुलता 
है। जितनी अधिक बारीक पैंसिल होगी, उतना ही यह चिह्न रेखागणित के बिन्दु के अधिक अनुरूप 
होगा। 

किसी चिकनी (४7000) दीवार की सतह, कागज के एक पन्‍ने की सतह अथवा चिकने ब्लैक बोर्ड 
की सतह ज्यामिति के एक 'वमतल के मिलते जुलते उदाहरण हैं। किन्तु ब्लैक बोर्ड की सतह और दीवार की 
सतह अथवा कागज के पन्‍ने की सतह सीमित है, परन्तु ज्यामिति का तल दिशाओं में अनन्ततः फैला है। 
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आप ने बहुत बार अपनी कापी के एक पृष्ठ पर, रूलर और पैंसिल की सहायता से रेखाएं खींची हैं। 
कापी के एक पृष्ठ पर, बारीक पैंसिल और रूलर द्वारा खींची गई रेखा, ज्यामिति की सरल रेखा' 
(४0४9॥/ ॥76) का एक बहुत मिलता जुलता उदाहरण है। संक्षेप में हम, सरल रेखा के स्थान पर 
केवल शब्द रेखा का प्रयोग करेंगे। ज्यामिति की 'रेखा' दोनों ओर अनन्ततः चली गई है। इस बात का 
महत्व दिखाने के लिए हम कापी के पष्ठ पर या ब्लैक बोर्ड पर खींची गई रेखा के दोनों सिरों पर, एक तीर 
का संकेत बना देते हैं; जैसा कि नीचे की आकृति में दिखाया गया है 





आकति 8. 


बिन्द, रेखा और समतल के यथार्थ उदाहरण प्रकृति या संसार में पाना सम्भव नहीं। ज्यामिति के 
'बिन्द', रेखा' और 'समतल' आदर्श संकल्पनाएं हैं। व्यावहारिक उद्देश्य से, इन संकल्पनाओं से काफी 
मिलते जलते उदाहरणों का प्रयोग करना पर्याप्त होगा। 

एक समतल भी बिन्दुओं का एक समुच्चय है। हम केवल उस समतल को ही लेंगे जिसको यूनानी गणितज्ञ 
यूक्लिड (87०॥१) के नाम पर यूक्लिडियन समतल (ः8ए८॥0०७॥ 0(8&॥९) कहा जाता है। इस पस्तक में 
जिन रेखाओं का वर्णन होगा वे सभी विचाराधीन तल के उपसम॒च्चय होंगे। अन्य आकृतियां भी जिन का 
वर्णन इस पुस्तक में किया गया है, बिन्दुओं के समुच्चय हैं। ज्यामिति में हमारा अधिक संबंध इन 
समुच्चयों के गृणधर्मों से होता है न कि इन संकल्पनाओं के यथातथ उदाहरण ज्ञात करने से। 

हमने ऊपर बताया है कि समतल, बिन्दुओं का एक समुच्चय है और रेखा भी बिन्दुओं का एक 
समुच्चय है। परन्तु, ये केवल समुच्चय मात्र नहीं हैं। ये बिन्दुओं कै विशेष समुच्चय हैं जिनके कुछ 
विशेष गणधर्म हैं। आप इन गणधर्मों से धीरे-धीरे परिचित हो जाओगे। 


संकेतन : हम बिन्दुओं को अंग्रेजी वर्णमाला के बड़े अक्षरों, जैसे: 4, 8 ८, १ (2 7९ 2. ४ 2, इत्यादि से 
प्रकट करेंगे। हम रेखाओं को अंग्रेजी वर्णमाला के छोटे अक्षरों जैसे: ॥ |, #, 9, 4, / इत्यादि से प्रकट 
करेंगे। 
8.4 बिन्दु और रेखाएं : आपतन गणधर्म 
यदि एक रेखा / और एक बिन्दु !? दिये हों और /? € / अर्थात्‌ £ रेखा / का एक अवयव हो तो हम कहते 
हैं; 

. /रेखा। पर(स्थित/है या /? रेखा ( पर आपाती है या रेखा / बिन्दु ? को आविष्ट करती है या रेखा 
|, बिन्द्‌ # से होकर जाती है। 


इस से पहले कि हम बिन्दुओं और रेखाओं के आपतन सम्बन्ध के गणधर्मों (00७१68 
॥700०॥08) का संक्षेप में वर्णन करें, हम चाहेंगे कि आप अपने अनभव के आधार पर निम्नलिखित 
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प्रश्नों के उत्तर देने का प्रयत्न करें: क्‍ 

. यदि एक बिन्दु दिया हुआ हो, तो क्या कोई ऐसी रेखा है जो /? से होकर जाती हो? 
ऐसी कितनी रेखाएं हो सकती हैं? 

2. यदि दो भिन्‍न बिन्दु 4 और # दिये हुए हों, तो क्या कोई ऐसी रेखा है जो 4 और # 
दोनों से होकर जाती हो? 
ऐसी कितनी रेखाएं हो सकती हैं? 

3. यदि एक रेखा / दी हुई हो, तो क्या कोई ऐसा बिन्द है जो / पर हो? 
ऐसे कितने बिन्दु हैं? 


4. दा दो भिन्‍न रेखाए / और # दी हुई हों, तो क्या कोई ऐसा बिन्दु है जो / और # दोनों पर 
? 


ऐसे कितने बिन्दु हैं? 
जैसा कि हम पहले बता चुके हैं, ज्यामिति के कछ कथनों को हमें अभिगृहीत के रूप में ग्रहण करना 
होता है। अतः हम निम्नलिखित तथ्यों को अभिगृहीत मान लेते हैं: 


आपतन अभिगृहीत 8. : एक रेखा पर अनन्त बिन्द होते हैं। 

आपतन अभिगृहीत 8.2 : एक बिन्दु से होकर अनन्त रेखाएं जाती हैं। 

आपतन अभिगुहीत 8.3 : यदि 4 और # दो भिन्‍न बिन्दु हों, तो एक और केवल एक ही रेखा होती है 
जो दोनों बिन्दओं को आविष्ट करती है। 


ऊपर के अन्तिम अभिगहीत से उस स्थिति में एक रेखा परी तरह से ज्ञात हो जाती है, जबकि उसके 
दो भिन्‍न बिन्दओं की स्थिति का ज्ञान हो। इस कारण बिन्दओं ,4 और # से होकर जाने वाली 
रेखा को संकेत 49 या रेखा 47 से प्रकट करते हैं। 


टिप्पणी : अभिगहीत 8.3 के अनसार समतल के दो भिन्न बिन्द एक अद्वितीय रेखा को पूर्णत 
निर्धारित करते हैं। अतः दो बिन्दओं से गजरने वाली रेखा पर्णत: समतल में स्थित होती है, यह 
दर्शाता है कि समतल 'एकसा' (08) है। यही कारण है कि हमने समतल के उदाहरण देते समय 
'चिकने 'शब्द का प्रयोग किया था। 


परिभाषा: तीन या तीन से अधिक बिन्दुओं को सरेख (०0॥7687) कहते हैं, यदि एक ऐसी रेखा हो, जो 
उन सभी बिन्दुओं को आविष्ट करती हो। 


परिभाषा : तीन या तीन से अधिक रेखाओं को संगामी (००00ए77०7/) कहते हैं यदि एक ऐसा बिन्द हो 
जो उन सभी रेखाओं पर हो। 
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समांतर रेखाएं, प्रतिच्छेदी रेखाएं 


आइए पंहले उल्लेख किए गए निम्नलिखित चौथे प्रश्न की ओर ध्यान दें: 
'यदि दो भिन्न-भिन्न रेखाएं । और # दी हों, तो क्या कोई ऐसा बिन्दु है, जो / और #% दोनों पर 
हो? ऐसे कितने बिन्दु होते हैं? 
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आकृति 8.2 


अपने अनुभव से हमें ज्ञात है कि दो रेखाओं / और # का एक उभयनिष्ठ बिन्दु हो भी सकता है और 
हीं भी हो सकता। वास्तव में प्रश्न अब यह हो' जाता है कि क्‍या इन भिन्‍न रेखाओं के एक से 
अधिक उभयनिष्ठ बिन्दु हो सकते हैं? हम जानते हैं, कि आप का उत्तर निश्चित ही 'नहीं' होगा। अब 
यह देखिए कि क्या आप अपने उत्तर की पुष्टि कर सकते हैं? इसके लिए आप को यह दिखाना है कि दो 
रेखाओं का एक से अधिक उभयनिष्ठ बिन्दु नहीं होगा। 

यदि हम यह मान लें कि इन दो रेखाओं के दो बिदु उभयनिष्ठ हैं, तो क्या होगा? इससे हम एक 
अंतर्विरो ध का निगमन करेंगे, अर्थात्‌ एक कथन जो सत्य भी है और नहीं भी, अथवा ऐसा कथन जो 
किसी सत्य कथन का निषेध कथन हो। और वस्तुतः यही, आप के उत्तर की उपपत्ति होगी। 


प्रमेय 8. 
दो भिन्‍न रेखाओं का एक से अधिक उभय्ननिष्ठ बिन्द नहीं हो सकता। 


दिया है: दो भिन्‍न रेखाएं ! और # 

सिद्ध करना है: / () # अधिक से अधिक एक बिन्दु आविष्ट करता है। 

उपपत्ति: मान लीजिए /  # दो भिन्‍न बिन्दुओं 7 और (0 को आविष्ट करता है। 
तब रेखा / दो बिन्दुओं / और (2 को आविष्ट करती है। और 
रेखा # भी इन्हीं दो बिन्दुओं /? और (2 को आविष्ट करती है। 
अतः अभिगुहीत 3 से / ८ # 
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पह तो एक अंतर्विरोध है, क्योंकि हमने माना है कि | | दो भिन्न रेखाएं हैं। 
अतएव हमारी कल्पना असत्य थी। 
अत: /  # अधिक से अधिक एक बिन्दु आविष्ट करता है। 
परिभाषा : दो ऐसी रेखाओं को जिनका वर्वनिष्ठ अरिक्त (707-०४/700 हे, प्रतिच्छेदी रेखाएं कहते हैं। 
उनके उभयनिष्ठ बिन्द को उनका प्रतिच्छेद बिन्द कहते हैं। 
परिभाषा: एक समतल की दो रेखाओं को अर्थात्‌ दो एक समतलीय रेखाओं को जिन का सर्वनिष्ठ रिक्त 
हो, समांतर रेखाएं कहते हैं। 


समांतर अभिगहीत (?#'शीश 4चां0) 


आप जान गये होंगे कि एक समतल की दो रेखाएं समांतर होंगी यदि वे प्रतिच्छेद न करें। 

अब हम एक प्रश्न करते हैं कि वस्त॒तः क्या समांतर रेखाएं होती हैं? मान लीजिए एक रेखा । और 
एक ऐसा बिन्दु ?? दिया हुआ है जो रेखा / पर नहीं है, तो क्या ऐसी रेखा खींचना सम्भव है जो / में से 
होकर जाये और / के समांतर हो? ऐसी कितनी रेखाएं खींच सकते हैं? अपने अनुभव से आप जानते हैं कि 
एक और केवल एक ही ऐसी रेखा है जो / से होकर जाती है और / के समांतर है। क्योंकि इस तथ्य को 
अन्य अभिगहीतों से सिद्ध करना सम्भव नहीं है, इसलिए, इस तथ्य को हम एक नया अभिगुहीत मान लेते 
हैं। 
अभिगहीत 8.4 : यदि / एक रेखा हो और / एक बिन्दु हो, जो / पर न हो, तो एक और केवल एक ऐसी 
रेखा होती है जो ? से होकर जाए और / के समांतर हो। (आकृति 8.3) 


एी पा 
आऑन-मभपभपपपपरपपपै/पझमपप्पभघऊह33पहपएटए /पभप+ 





बन सन उन कक कर न पल पक दम न 


आकृति 8.3 
टिप्पणी : समांतर अभिगहीत में दो बातों पर विशेष बल दिया गया है। - 
0) # से होकर एक रेखा जाती है जो दी हुई रेखा / के समांतर है। 
(४) ऐसी केवल एक ही रेखा होती है। 
दूसरे तथ्य (अद्वितीयता) का भी विवरण एक अन्य रूप से भी कर सकते हैं जिसे प्ले 
फेयर- अभिगुहीत' (?॥४एथ्थिं'६ ४507) कहते हैं। जो इस प्रकार है: 
” द्ो प्रतिछेोवी रेखाओं में से दोनों एक ही रेखा के समांतर नहीं हो सकतीं। 
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नमन अल नली मर नकली, 
दो रेखाएं, जो एक ही रेखा के तमातर हों  । 
परस्पर समातर होती है। बन आज मल. लक बन कम. 
विया हैः: एकसमतल में ऐसी तीर रेखाएं. षशययायययययाययया: 
४757 हैं कि | || ऋ और # || # आकृति 8.4 


सिद्ध करना है :। || # 
उपपत्ति मान लीजिए | # के समांतर नहीं है। 
तब / # एक अद्वितीय बिन्द / पर प्रतिच्छेद करती हैं। 
क्योंकि / | # और / रेखा / पर है, 
» # रेखा # पर नहीं है। 
अतः रेखा # के बाहर स्थित एक बिन्दु /? से होकर जाने वाली दो रेखाएं | और # हैं; 
और दोनों # के समांतर हैं। 


यह असम्भव है। (समांतर अभिगहीत) 
अतएव हमारी कल्पना असत्य है। 
अतः || # 


टिप्पणी : किसी भी रेखा को स्वयं उसके समांतर समझा जा सकता है। इस तथ्य को उपरोक्त प्रमेय के 
साथ मिलाने पर हम कह सकते हैं कि यदि / || # और # || #, हो तो । || # 
ः प्रश्नावली 8.] 


, तीन रेखाएं ॥ #, # एक ही तल में हैं (आकृति 8.5)। यदि [ # को प्रतिच्छेद करे, और 
# || #, तो दिखाइए कि / और # प्रतिच्छेदी रेखाएं हैं। 


हु 
शी की ढि 


(१ ६। 





ज्यामिति की मौलिक सकल्पनाए 867 


2. आकृति 8.6 में, / और # दो प्रतिच्छेदी रेखाएं हैं तथा # || / और 4 || #। दिखाइए कि 
7 और ५ भी प्रतिच्छेदी रेखाएं हैं। 

3, यदि रेखाएं 48, 4८, .4/0 और .47 रेखा / के समांतर हों तो बिन्दुओं 4, 8, ८, /2और 
/ के बारे में आप क्या कह सकते हैं? 


8.5 रेखा के उप-समच्चय-लम्बाई और मध्यवर्तिता 


परिभाषा : यदि एक रेखा / पर दो भिन्‍न बिन्द 4 और # दिए हों, तो रेखा के उस भाग को जिस 
के अंत्य बिन्दु 4 और 2 हैं, रेखाखण्ड 42 कहते हैं। 


>मक “नम. 2ममम वा) सामाा कम हनमन चमसुमफ मनन “ऊपआक “गन जलन बनती कु 


आकति 8.7 
हम बहधा रेखाखण्ड .49 को प्रतीक 6 से प्रकट करते हैं। 


परिभाषा : एक बिन्द / को रेखा खण्ड 48 का आंतरिक बिन्द (/070' 00०॥) कहते हैं यदि 
2?€,48 हो पर? न तो .4 हो और न 9 अर्थात्‌?! # 4 और ४ #< 2 


टिप्पणी : यदि दो भिन्‍त बिन्द 4 और 2 दिये हों तो एक अद्वितीय रेखा होती है जो 4 और # दोनों 
को आविष्ट करती है। इसलिए, इसका रेखाखण्ड ,49 जिस के अंत्य बिन्दु 4 और # हैं, पूर्ण रूप से 
इस रेखा को निर्धारित करता है। अत: जब हम रेखाखण्ड ,48 या .49 लिखते हैं, तो रेखा को अलग 
से लिखने की आवश्यकता नहीं होती। कभी-कभी रेखाखण्ड 4# को केवल संकेत .49 से प्रकट 
करते हैं जबकि संदर्भ से ही-अर्थ स्पष्ट हो जाता हो। 


ध्यान दीजिए कि 45 और #%, एक ही रेखा खण्ड को प्रकट करते हैं, क्योंकि दोनों ही समान 
बिन्दु समुच्चय को दशति हैं। 


_अ्ीखण्डों की सर्वागसमता 


यदि दो रेखाखण्ड दिये हुए हों, तो उनमें से एक रेखाखण्ड, दूसरे रेखाखण्ड से बड़ा या छोटा हो सकता है। 
यह भी हो सकता है कि वे दोनों समान आमाप (४26) के हों। जब यह स्थिति हो तो हम कहते हैं कि वे 
रेखाखण्ड सर्वागसम (००ाइ्टाएथा) हैं। सर्वांगसमता की संकल्पना का वर्णन इस प्रकार कर सकते हैं: 

दो रेखा खण्ड 48 और ८70 स्वाग्सम होते हैं यवि एक रेखाखण्ड की ट्रेस कापी को दसरे रेखा 
खण्ड पर अध्यारोपित करने पर वह उसे पूर्ण रूप से ठीक-ठीक ढक ले। 


संकेतन : यदि रेखाखण्ड 489, रेखाखण्ड ८४) के सवांगसम हो तो हम लिखते हैं : 
482 55: ८? या रेखाखण्ड 4.9 55 रेखाखण्ड ८४0 या 48 5३ ८४) 
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सभी रेखाखण्डों के समुच्चय में सर्वांगसमता सम्बंध 


अध्यारोपण की रीति से हम सर्वांगससमता को समझ सकते हैं और सर्वांगसम रेखाखण्डों के 
निम्नलिखित गणधर्मों को निर्धारित कर सकते हैं। 

() यदि 48 55 ८7) तो (7 <& 479 

(॥) यदि 489 55 (7 और ८70 55 9" तो 498 5 कफ 

().48 ५5 48 


रेखांखण्ड की लम्बाई 


हम रेखाखण्ड की लम्बाई ज्ञात करने के लिए एक अंशांकित रूलर या टेप का प्रयोग करते हैं। 
अपने अनुभव के आधार पर, आप रेखाखण्ड की लम्बाई के आधारभूत तथ्यों का संक्षेप में इस प्रकार 
वर्णन कर सकते हैं: 
] रेखाखण्ड लम्बाई अभिगहीत 


प्रत्येक रेखाखण्ड की लम्बाई होती है। रेखाखण्ड की लम्बाई को, मीटर या उसके भागों में मापते हैं, जहां 
मीटर एक मानक रेखाखण्ड की लम्बाई है। 
प्रत्येक रेखाखण्ड की लम्बाई (मीटरों में) एक धन वास्तविक संख्या होती है। 


संकेतन : यदि रेखाखण्ड ४8 की लम्बाई । मीटर हो, तो हम लिखते हैं : 
/(42) 5 # मी या49+5-”7/मी 
] सर्वांगसम रेखाखण्ड लम्बाई अभिगृहीत द 
दो सवांगसम रेखाखण्डों की लम्बाई बराबर होती है और विलोमतः दो रेखाखण्ड, जिनकी लम्बाई 
बराबर हो, सर्वांगसम होते हैं। 
गा रेखाखण्ड योग अभिगहीत 


यदि ८; रेखाखण्ड .48 का आंतरिक बिन्दु हो, तो 
(48) 5 । (4८) + / (८9) (देखिए आकृति 8.8) 





ैः ( 8 
आकृति 8,8 
यह लम्बाई माप का एक गणधर्म है जिस का प्रयोग हम रूलर को अंशांकित करने में करते हैं। 
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[५ रेखाखण्ड रचना अभिगहीत 


यदि रेखा / पर एक बिन्द 0 दिया हआ है और एक धन वास्तविक संख्या # दी हुई है, तो रेखा / पर हम 
0 के दोनों ओर ऐसे दो बिन्दु 7, /” ले सकते हैं (आकु॒ुति 8.9) जिससे कि 
[((070!) 5 7 (07) ८ + सेमी .. . 


। ६ से.मी.-+७&-- सेमी.--> * ' 
| €() |) 
आकृति 8.9 


टिप्पणी : ज्यामिति में प्रयोगात्मक कार्य के लिए, हम मीटर के स्थान पर, सेंटीमीटर का प्रयोग 
लम्बाई की इकाई मान कर करेंगे। सेंटीमीटर, एक मीटर का सौवां भाग होता है। 
द्री 
परिभाषा : (दो बिन्दुओं के बीच की दूरी) : दो बिन्दुओं 2 और (2 के बीच की दूरी, उन को जोड़ने 
वाले रेखाखण्ड की लम्बाई होती है। 
हम 2 और 0 के बीच की दरी को प्रतीक ८ (7? (2) या /१(2 से प्रकट करेंगे। 
परिभाषा से यह स्पष्ट है कि 4 (7? (2) > 0तथा 4(70 2) 5८ 4(2, 2), और 4(९ (2) + 0 
होता है यदि और केवल यदि 7? 5 (2 हो। 
मध्यवॉतिता (8क्‍/9९श॥॥2६5) 
परिभाषा : (मध्यवर्तिता): एक बिन्द्‌८' को दो बिन्दुओं.4 और# के बीच स्थित (का मध्यवर्ती)कह ते 


हैं, यदि 

() 4, 9 और ८! सरेख हों, और 

(0) 4८! + (9 5 498 

रेखाखण्ड का समद्व भाजक, मध्य बिन्द 


परिभाषा : बिन्दु ॥/ को दिए हुए रेखाखण्ड 49 का मध्य बिन्द कहते हैं, यदि ॥// रेखालण्ड 49 का 
आंतरिक बिन्दु हो और 4.४ 5: 0४४ (आकृति 8.0) 
8 .... छ््///्पपछफ 
आकृति 8.0 


रेखा 88 के अतिरिक्त मध्य बिन्दु ॥( से होकर जाने वाली किसी भी रेखा को रेखाखण्ड ७8 का 
.समद्विभाजक /07९2८४07) कहते हैं। क्‍ 


]70 गणित 


किरण, अर्ध रेखा, रेखा पृथक करण 


8. कम डक मर मत तक लक नल जक न मर के आज नल 


( 2 5 
आकंति 8.] 


परिभाषा: किरण (२४9) : मान लीजिए रेखा / पर वो भिन्‍न बिन्दु 4 और # हैं। जैसा कि ज्ञात 
है रेखा / अंतहीन है। रेखा / के उस भाग को लीजिए जिसका केवल एक अंत्य बिन्दु.4 है और जो बिन्दु 
2 को आविष्ट करता हो। रेखा / के इस भाग को एक किरण कहते हैं; और इसे किरण 42 निखते हैं 
(आकृति 8.//) और प्रतीक 47 से प्रकट करते हैं। 

ध्यान दीजिए कि किरण ,49 का प्रत्येक बिन्दु / ऐसा है कि # या तो .4 के साथ या # के साथ 
संपाती होता है या ? .4 और 9 के मध्यस्थ है या 8, 4 और 7 के मध्यस्थ है। 

दो बिन्दु? और 0) बिन्दु.4 के.एक ही ओरस्थित कहे जाते हैं, यदि , 4, /१ (2 सरेख हों और (2 
किरण ,4/? पर हो। 

यदि रेखा / पर बिन्दु ८ ऐसा हो कि (५ किरण .49 का बिन्दु न हो तो 4८, एक ऐसी किरण है जो 
बिन्दु 8 को आविष्ट नहीं करती। 

दो किरणें 489 और 4८, विपरीत किरणें कहलाती हैं यदि वे सरेख हों और उन का सर्वनिष्ठ केवल 

(४) ही, अर्थात्‌ केवल बिन्दु 4 ही दोनों किरणों का उभयनिष्ठ बिन्दु हो। 


परिभाषा : यदि 4, 8, ८ रेखा / पर ऐसे तीन बिन्दु हों कि 4, 9 और ८! के बीच हो और रेखा! पर 
से बिन्दू.4 को हटा दें तो रेखा के जो दो भाग बच रहते हैं, उनमें से प्रत्येक को एक अधरिखा (॥६|/708) 
कहते हैं। (आकृति 8.2) 


+- 





एः कै 
आकृति 8.2 


ध्यान दीजिए कि अर्धरेखा 489 और किरण 47 में केवल यह अन्तर है कि बिन्द्‌ 4 किरंण.48 का 
सदस्य होता है, परन्तु यह बिन्द्‌ अर्धरेखा 479 का सदस्य नहीं होता। 

तीन समच्चयों, (4 ), अर्धरेखा 48, और अर्धरेखा .40' में से कोई भी दो समच्चय असंय॒क्त 
समुच्चय हैं और तीनों समुच्चयों का सम्मिलन स्वयं रेखा / ही है। 


परिभाषा: दी किरण या दो रेखाखण्ड या एक रेखाखण्ड और एक किरण, समांतर कहलाते हैं यदि उन 
को आविष्ट करने वाली रेखाएं समांतर हों। 


ज्यामिति की मौलिक संकल्पनाएं !7] 


8.6 अर्ध समतल (प्ञ्रा-090०), समतल पृथकक्‍्करण 


परिभाषा: (अर्ध समतल) : यदि समतल ८ में एक रेखा। दी हुई हो, तो समतल ८ के सभी बिन्दु, जो 
रेखा। पर नहीं हैं, समतल के दो असयुक्‍त (वॉक्००/) उप समुच्चय बनाते हैं। इन में से प्रत्येक भाय को 
अर्ध समतत्र कहते हैं। रेखा !, दोनों अर्धतमतलों में से प्रत्येक का कोर है। (आकृति 8.3) 


हक #- बन १5 ++ उथ ८ 
कक 2 हक 4 
शक पक अल आह ५ 

मद ब 3. सम का, 
हा 0028 शा अर्न कर कीप 4; 

रद -“-“-+-फ 

हब ऑस्कर *72 
न्पकक। 

कक. बा न्डलीँ 

गन 

ब्र् 

आकृति 8.3 


दोनों अर्ध समतलों में अंतर रखने के लिए यह आवश्यक हो जाता है कि प्रत्येक के बारे में 
एक-एक बात और बता दी जाए। 


संकेतन : रेखा / से बने उस अर्ध समतल को, जिस में बिन्द ८” आविष्ट है, प्रतीक 
# ( ८) से प्रकट करते हैं। १५१ 

ध्यान दीजिए कि अर्ध समतल # (१ ८) में रेखा / का कोई भी बिन्दु आविष्ट नहीं है। 
. परिभाषा: दो बिन्दु» और (2, रेखा! के एक ही ओर स्थित कहे जाते हैं, यदि / (2 दोनों रेखा। द्वारा 
निर्धारित एक ही अर्ध समतल में हों। 

दो बिन्दु और (2 रेखा / के विपरीत ओर स्थित कहे जाते हैं, यदि रेखा / द्वारा निर्धारित अर्ध 
समतलों में से, /” एक में हो और (2 दूसरे में। 


. 8.7 कोण (#॥एष्टोौ९) 







कोण वह आकृति है जिसे एक ही आदि बिन्दु वाली दो किरणें बनाती प्र । 


परिभाषा : एक ही आदि बिन्द वाली दो अस्तरेख किरणों के 
सम्मिलन को कोण कहते हैं। 


उन दो किरणों को जो कोण बनाती हैं, कोण की भुजाएँ (675) # छ 7 
कहते हैं, और उभयनिष्ठ आदि बिन्दु को, कोण का शीर्ष (/४४८०) कहते हैं। आकृति 8.]4 
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संकेवन : दो किरणों 48 और .4८' से बनाए गए कोण को (आकृति 8.4) प्रतीक 22.4 ८' या ८८49 से 
प्रकट करते हैं। 
कई बार, सुविधा के लिए, “8.4८ को केवल ८44 से प्रकट करते हैं। परन्तु यह बात तब लागू नहीं 
होती जब शीर्ष 4 पर एक से अधिक कोण हों। 
और कई बार,सविधा के लिए ही, कोणों को ८, “2, 3 आदि जैसे प्रतीकों से भी प्रकट करते हैं 
अहाँ प्रतीक , 2, 3 आदि को आकति में शीर्ष के निकट और उनकी दो भुजाओं के बीच में प्रदर्शित करते 
(आकृति 8.85)। 


कोण का अश्यत्तर ([7ह0) 


यदि “84८ दिया हो, तो यह समतल को दो भागों में बांट देता है। आकृति 8.6 में, बिन्दु /; इन में से 
एक भाग में है और बिन्दु (2 दूसरे भाग में। 


' 
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आकृति 8.5 .... आकृति 8.6 


परिभाषा: (कोण का अभ्यंतर ): कोण.8.4८' का अभ्यंतर, समतल के उन सभी बिन्दुओं का समृच्चय 
है, जो रेखा 4४8 के बिन्द (' की ओर, और रेखा 4८ के बिन्दु 9 की ओर, स्थित हैं 


परिभाषा : (कोण का बहिर्भाग) : कोण 8.4८! का बहिभाग समतल के उन सभी बिन्दुओं का 
समच्चय है जो न तो कोण 8.4८' पर हों और न ही उसके अभ्यंतर में हों। 

ध्यान दीजिए कि “8.4८',अभ्यंतर ८8,4८2 और बहिर्भाग ८8.4८, तीन ऐसे समच्चय हैं कि इनमें 
हे प्रत्येक दो का सर्वनिष्ठ रिक्त समच्चय है और तीनों का सम्मिलन परे समतल के बिन्दओं का समच्चय 

| 

कोण के अभ्यंतर का एक महत्वपूर्ण गणधर्म है 

यदि /0,, 7; ८8.4८! के अभ्यंतर में स्थित दो बिन्द हों, तो रेखाखण्ड 2? #१,, ८8.4८ के अभ्यंतर 
में आविष्ट होती है। 
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इसी कारण हम कहते हैं कि किसी कोण का अभ्यंतर बिन्दुओं का अवमुख समुच्चय (०णाएलऋ . 
52) है। 


सर्वांगसम कोण (८णापह्टाएशा। थ॥९४/९$) : दो कोण सर्वागसम होते हैं यदि एक की ट्रेस कापी दसरे कोण 
पर अध्यारोपण करने थे, उसे पर्ण रूप से ठीक-ठीक ढक ले। 


संकेतन : यदि ८9.4८" और /7%6 सर्वांगसम हों, तो हम लिखते हैं ८8.4८" 5६ /फ6 
कोण का माप : किसी कोण का माप ज्ञात करने के लिए हम एक प्रोट्रैक्टर का प्रयोग ठीक उसी प्रकार 
करते हैं जैसे कि किसी रेखाखण्ड की लम्बाई ज्ञात करने के लिए अंशांकित रूलर (या टेप) का प्रयोग 
करते हैं। आप कोणों के माप से संबंधित मख्य तथ्यों का संक्षेप में इस प्रकार वर्णन कर सकते हैं: 
[. कोण माप अभिगृहीत : प्रत्येक कोण का एक माप होता है। एक मानक कोण के माप को , जिसे अंश 
(4८४/०८) कहते हैं, कोण माप का इकाई माना जाता है। 

अंशों में प्रत्येक कोण का माप एक वास्तविक संख्या 0 और 80 के बीच की होती है। 
टिप्पणी : जब किसी कोण की दोनों किरणें विपरीत दिशा हों तो हम इसे एक सरल कोण या ऋजु कोण 
कहते हैं और इसका माप 80" होता है। जब कोण की दोनों किरणें संपाती हों, तो हम इसे शुन्य कोण 
कहते हैं और इसका माप 0" होता है। 


पर सर्वांगससम कोण साप अभिगहीत : दो सर्वांगससम कोणों का माप बराबर होता है और विलोमत 
बराबर माप वाले दो कोण सर्वांगसम होते हैं। 


संकेतन : यदि “2.4८! का माप # अंश हो, तो हम # ८2.4८! 55 #? लिखते हैं। 


टिप्पणी : इस प्रकार, अब दो सर्वांगसम कोण समान कोण कहलायेंगे। प्रायः हम # /9,4 ("5 /* के 
स्थान पर “894८ -- #? लिखते हैं। यदि # ८.470८' > # ८7077 तो हम ८49८ > /07एफ्' 
लिखते हैं। 


शर्ट 

हर कोण योग अभिगृहीत : यदि बिन्दु & कोण 

८2.4८ के अभ्यंत्तर में हो, (आकृति 8.7), तो 

॥7 ८2.4८ >> | “8.4 -+- ]] ८<4( ऊऋ्‌ 
5. 5 


॥ आकृति 8.7 
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यह कोण माप का एक गण धर्म है जिस का प्रयोग प्रोट्रैक्टर की अंशांकित करने के लिए किया जाता 
है। 


[५ कोण रचना अभिगृहीत : यदि किसी समतल में, एक किरण 49 और एक वास्तविक संख्या / 
0 <+ < 80, दिये हुए हों, तो दो किरणों 4८!) और ,4(:, की रचना हम इस प्रकार कर सकते हैं 
(आकृति 8.8) कि ८), ८; रेखा 49 के विपरीत ओर हों और ८84८। - ८84८५ -- +/* हो। 
कोणों के प्रकार : ऐसे कोण को, जिसका माप 90" हो, समकोण कहते हैं। 

ऐसे कोण को, जिसका माप 90" से कम हो, न्यूनकोण कहते हैं। 

ऐसे कोण को, जिसका माप 90" से अधिक हो, अधिक कीण कहते हैं। & 
सम्प्रक कोण, प्रक कोण : यदि दो कोण के मापों का योगफल 80" हो, तो ,(-7र-फः? 
उन्हें सम्प्रक कोण कहते हैं। उदाहरण के लिए 727 और 08" माप वाले 
कोण सम्प्रक कोण हैं। 

यदि दो कोण के मापों का योगफल 90" हो तो उन्हें प्रक कोण कहते हैं। 
उदाहरण के लिए 50? और 40", माप वाले कोण प्रक कोण हैं। आकृति 8.8 
कोण समद्वि भाजक 


परिभाषा : यदि ८24८' दिया हुआ हो (आकृति 8.89), ती एक किरण 44 को “४4८' का 
समद्विभाजक कहते हैं यदि बिन्द # ८24८' के अभ्यंतर में हो और 244 -- “/#4८' हो । 
इससे त्रंत यह पता चल जाता है कि यदि किरण .4४, ८8.4८" का समद्विभाजक है, तो 


८8,4& ८-८ ८&.4( -- रे ८84९: 






&६« -+ 


प्रश्नावली 8.2 ् 
आकुति 8,9 
॥. यदि 8, बिन्दुओं 4 और ८ के बीच में हो और .4(/ -- 0, #८ -- 6, तो 48“ का मान 
ज्ञात कीजिए। 
2. यदि दो बिन्दु 4 और # दिये हुए हों, तो इनसे कितने रेखाखण्ड निर्धारित होते हैं? 
3, का 4, 3, ८' तीन सरेख बिन्दु हों, तो इन बिन्दुओं से कितने रेखाखण्ड निर्धारित होते 
4, यदि दो बिन्दु 4 और /# दिये हए हों, तो निम्न क्या हैं? 
() 47% (» (किरण विपरीत 48) 
. (॥) अफ़ / (किरण विपरीत 4) 
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5. 


बिन्दु £, 28.4८ के अभ्यंतर में है। यदि ८8.4८ - 70% ए८ ८845 ८ 427, तो. 


“४.4८! का माप क्‍या है? 


, निम्नलिखित माप वाले कोणों में से प्रत्येक के परक कोण का माप ज्ञात कीजिए 


6) 22०. |) 63०. (ऑ) 457... 6५) 75% 


. एक कोण का माप, अपने परक कोण के माप से 47 अधिक है। इस कोण का माप क्या 


है? 
एक कोण का माप अपने सम्पूरक़ कोण के माप का दुगनां है। इस कोण का माप बताईए। 


*| 


अध्याय 9. 
कछ कोण सम्बन्ध 
9.। प्रस्तावना क्‍ 
आप जानते हो कि कोण वह आकृति है जो उभयनिष्छ आदि बिन्दु वाली दो किरणों से बनता है। व्यापक 
रूप में,एक आकृति में दो से अधिक किरणें या रेखाएं हो सकती हैं और इस प्रकार एक से अधिक कोण हो 
सकते हैं। 


कछ आकृतियों में, उनके कोणों में कछ परस्पर सम्बन्ध हो सकता है; और किसी आकृति के कोणों 
के बीच के ऐसे सम्बन्धों का अध्ययन करना बड़ा ही श्रेचक होगा। 


9,2 आसन्‍न कोण (30[]9८श॥ क्षा22/ ९5) और कोणों का एक रैखिक युग्म(५ था 
एथा' 0 शाएं९5) 

आसन्‍न कीण : आकृति 9.] देखिए। आप देखेंगे कि तीन किरणें 04, 09 और 0८ का एक ही आदि 
बिन्दु 0 है। ये तीन किरणें दो कोण “40८ और ८209 बनाती हैं, आप इन दो कोणों में क्या देखते 
हैं? उनका उभयनिष्ठ शीर्ष 0 है और उनकी एक उभयनिष्ठ भजा 0८ है। और उन की अन्य भजाएँ 
04 और 09 रेखा 0८ की विपरीत दिशाओं में स्थित हैं। ऐसे कोणों को हम एक विशेष नाम देते हैं। 


परिभाषा : दो कोणों को आसन्‍्न कोण कहते हैं, यदि 





0 5 
आकति 9.] 


() उनका एक ही शीर्ष बिन्द हो, 
(7) उनकी एक उभयनिष्ठ भजा हो, और 





आकृति 9.2 
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(0) एक कोण की दूसरी भुजा, उभयनिष्ठ भुजा के एक ओर हो, और दूसरे कोण की दूसरी भूजा 
उभयनिष्ठ भजा के दूसरी ओर हो। (आकृति 9.) 

कोणों का रैख्रिक युग्म : आकृति 9.2 में, /4(02' और ८900८ निस्‍्सन्देह दो आसन्‍न कोण हैं। कोणों 

की भुजाओं 0.4 और 09 को, जो उभयनिष्ठ नहीं है, देखने पर ज्ञात होगा कि 04, 098 दो विपरीत 

किरणें हैं, या ये सरेख हैं। इन कोणों को भी एक विशेष नाम दिया गया है। 

परिभाषा : दो आसन्न कोणों को, जिन की भिन्‍न भजाएं दो विपरीत किरणें हों, कोणों का रैखिक युग्म 

कहते हैं। 





अब नीचे की आकृतियों पर ध्यान दीजिए: 
गा 
का ऐ 
0 प ठि 
() ) | 
आकृति 9.3 


इनमें से प्रत्येक आकृति में, “.4(22' और ८८09 दो आसन्‍न कोण हैं। आप माप कर आसानी से 
जांच कर सकते हैं कि आकृति 9.3 () में “40८ + ८८७४ < 80०", आकृति 9.3 (॥) में 
८400 + ८८09 > 80", और आकृति 9.3 (7) में ८400८ + ८८०४9 - 80" हैं। ध्यान 
दीजिए कि आकृति 9.3 (॥) में कोणों का एक रैखिक युग्म है, जब कि 9.3 () और 9.3 (7 में, कोणों का 
रैखिक युग्म नहीं है। 
इस प्रकार हमें दो आसन्‍्न कोणों के बीच में एक महत्वपूर्ण सम्बन्ध प्राप्त होता है। 
यदि दो आसन्‍न कोण “40८ और ८780८ रैखिक यग्म बनाएं तो 
८40८ + ८८७०8 < 80० 
और यदि दो आसनन्‍न कोण “40८ और “८0278 रैखिक यग्म न बनाएं, तो 
८400 + ८८०४9 #% 807 
' यह एक ज्यामितीय तथ्य है जिसकी हमने माप द्वारा जांच की है। इस ज्यामितीय तथ्य को पूर्व 
वर्णित अभिगुहीतों अथवा प्रमेयों द्वारा सिद्ध किया जा सकता है। अतः हम इस नए ज्यामितीय तथ्य को 
एक अभिगुहीत मान लेते हैं। 
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अभिगहीत 9.] (रैखिक यरम अभिगृहीत ) 


यदि एक किरण का सिरा, किसी रेखा पर स्थित हो, तो इस प्रकार बने दो आसन्न कोणों का योग 80० 
होता है। विलोमत:ः यदि दी आसन्‍न कोणों का योग 80० हो, तो उन की उभपनिष्ठ भजा को छोड़ कर 
अन्य भजाएं विपरीत किरणें होती हैं। 


टिप्पणी : आपको याद होगा कि यदि दो कोणों का योगफल 80" हो तो उन्हें सम्पूरक कोर्ण कहते 
हैं। इस परिभाषा का प्रयोग करके रैखिक यग्म अभिगृहीत का कथन इस प्रकार भी दे सकते हैं: 
दो आसन्‍न कोण एक रैखिक कोण-युर्म होते हैं, यदि और केवल यदि वे सम्प्रक कोण हैं। 


प्रश्नावली 9.] 


[. आकृति 9.4 में, 04, 08 दो विपरीत किरणें हैं। 
() यदि 9» 75 हो, तो » का मान क्‍या है? 
(॥) यदि £ ८-5 0 हो, तो 9 का मान क्‍या है? 





आकृति 9.4 आकृति 9.5 


2. आकृति 9.5 में, “40८' और ८80८, एक रैखिक यग्म बनाते हैं। £ का मान ज्ञात 
कीजिए 
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५ 


आकृति 9.6 में, “?।९ और ८0072 एक रैखिक युग्म बनाते हैं। यदि ८ - ७ > 80 
तो ४ और ४ का मान ज्ञात कीजिए। 


. यदि किरण 2८ रेखा 4४8 पर इस प्रकार खड़ी हो कि “40८ - /८607 (आकृति 


9.7) तो दिखाइए कि “40८ - 90" है। 


. आकृति 9.8 में, 04, 08 दो विपरीत किरणें हैं और /40८ +- ८807) - 90%, तो 


“(०07 ज्ञात कीजिए। 


. आकृति 9.9 में, 27, “४02८ का समद्विभाजन करता है, और 02, ८40८ का 


समद्विभाजन करता है, दिखाइए कि //१0(00 < 90० 


. किरण 0४, “407४ का समद्विभाजन करती है और किरण 07! 67 के विपरीत है। 


(आकृति 9.0) दिखाइए कि८7708 < /#024 
किरणें 04, 08, 0८, 00 और ०४ का एक सर्वनिष्ठ अंत्य बिन्दु 0 है। (आकृति 
9.) दिखाइए कि “408 + ८802 + ८८00+ ८7007 + /&04 - 360० 
[संकेत : किरण (0७ के विपरीत एक किरण खींचिए।] 
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आकृति 9.0 
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9. दिया हुआ है कि “400 और ८७0 में से प्रत्येक एक समकोण है। (आकृति 9.2) 
दिखाइए कि 900 एक रेखा है। 
0, आकृति 9.3 में 07, कोण 402८ को समद्विभाजित करता है, 08, कोण ८७४ को 
समद्विभाजित करता है और 08 | 07। 
दिखाइए कि बिन्दु 4, 0, # सरेख हैं। 





९ प्र 9.]2 


9.3 'शीर्षाभिमुख कोण 


मान लीजिए दो रेखाएं 48 और (४) परस्पर 

बिन्द्‌ 0 पर प्रतिच्छेद करती हैं जिनसे चार कोण 

बनते हैं। /.400८' और /90/0, कोणों का एक 

युग्म है तथा ८407) और /90८ कोणों का बा 

दूसरा यग्म है। आकृति 9.4 
८40८ और ८४07 की भुजाओं पर विचार कीजिए। हम देखते हैं कि 0./ और 09 दो 


विपरीत किरणें हैं, और इसी प्रकार 0८" और 00 भी विपरीत किरणें हैं। ऐसे कोणों के लिए एक विशेष 
नाम दिया गया है। 





शक 


परिभाषा ; दो कोणों को शीर्षाभिमख्व कोण (५09५ 0]700ज6 भाए65) यरम कहते हैं यदि उन की 
भुजाएं, विपरीत किरणों के दो यूग्म बनाएं। 


इस प्रकार ऊपर की आकृति में, शीर्षाभिमुख कोणों के दो युग्म हैं 
() ८40८ और ८8070 
(॥) ८0209 और ८4070 


कुछ कोण सम्बन्ध 8] 


इन कोणों के प्रत्येक युग्म के कोणों के बीच के सम्बन्ध से आप पहले ही परिचित हो चुके हैं। यह 
कैसा सम्बन्ध है? इसे कैसे सिद्ध करेंगे? 

आप देखते हैं कि ८40८ ++ ८807, यदि ८400 + ८८098 ८ “20709 + 209 हो। 
प्रत्येक पक्ष के कोणों का जोड़ क्या है? 80" , क्यों? जिस सम्बन्ध का आप ने अभी अनुमान किया है, 
उसे हम प्रमेय के रूप में उल्लेख करेंगे और सिद्ध करेंगे। 


प्रमेय 9. 
यदि दो रेखाएं परस्पर प्रतिच्छेद करें तो शीर्षाभिमुख कोण समान होते हैं। 
दिया है: रेखाएं 490 और ८४) परस्पर बिन्दु 0 पर प्रतिष्छेद करती हैं। (आकृति 9.5) 





आकृति 9,5 
सिद्ध करना है: (7) ८40८ ८ ८7009 
() ८702 - ८7004 
उपर्पत्ति: » किरण ८7) रेखा .47 पर स्थित है 
“ ८4070 + ८7009 5८ 80० (रैखिक युग्म अभिगृहीत) .. () 
. किरण 24, रेखा ८7०) पर स्थित है 
८4020 + ८46८ <- 80० (रैखिक युरम अभिगहीत) ... (2) 
(रैखिक युग्म अभिगृहीत) () और (2) से प्राप्त होता है 
८4070 + ८7008 5 ८407 + /.40८ 
“ ८400 + ८7009 “० (3) 
इसी प्रकार ८8(2८' ८ ८7204 '.... (4) 


उदाहरण 9.] यदि दो परस्पर प्रतिच्छेदी रेखाओं से बने कोणों में से एक समकोण हो तो चारों कोणों में 
से प्रत्येक कोण, समकोण होता है। 


- गणित 
।82 ऊँ क्‍ | द कल 
हल :; 


विया है: रेखाएं। और # परस्पर प्रतिच्छेद करती हैं और इनसे कोण ,2, 3 और 4 बनते हैं। 
और ८] 5-5 90९ (आकृति 9.6)। 
सिद्ध करना है : ८2 -- 23 +-+ ८4 5८ 90" 
[विश्लेषण : यह दिखाने के लिए कि ८2 ++ 90", 
क्‍या हम ८] का प्रयोग कर संकते हैं? हाँ! 
८। + ८2 5 80" , (क्यों?) अतः /2 >+ 90" 
अब, /3 और ८] शीर्षाभिमख कोण हैं। 


उपपकत्ति: ८] + ८2 5 80% (रैखिक लक अभिगुहीत) 
परन्तु ८! 590" (दिया है) 
८2 55 80" -- 90" 


अब ८35८ ८ 5 90" (शीर्षाभिमुख कोण) 
८4 - ८2 55 90 (शीर्षाभिमुख कोण) 
अत! ८/2 +- ८३3 ८ /4 +- 907 ॥ 





आकृति 9,6 ] 


परिभाषा : दो रेखाएं (किरणें या रेखाखण्ड) परस्पर लम्ब होती हैं यदि वे प्रतिच्छेद करें. और:एक 
समकोीण बनाएं। 


प्रश्नावलीं 9.2 


. रेखाएं / और #, बिन्दु 0 पर प्रतिच्छेद करती हैं और कोण बनाती हैं जैसा कि आकृति 
9,7 में दिखाया गया है। 


यदि ४ ८ 45, तो 9» ४2 और ४ के मान बताइए 
2. आकृति 9.]8 में, » का मान ज्ञात कीजिए। 


कुछ कोण सम्बन्ध 


जा 
डे १ है हक पट 20% न बन « था आइए नल 
र ु पक ५ मे | ४7 ५2 )। ९ त | पद ह। 





हे आकृति 9,]8 


3. आकृति 9.9 में, एक ही समतल में स्थित तीन रेखाएं एक ही बिन्द पर प्रतिच्छेद करती 
हैं, और कुछ कोण बनांती हैं जैसा कि आकृति में दिखाया गया है। यदि ८ +- 50 और 
# - 90 दिया है तो ८ 4 ८ और / के मान ज्ञात कीजिए 

4, आकृति 9.20 में, 27 और 02, क्रमश: ८207 और ८400८ के समद्विभाजक हैं। 
दिखाइए कि 0? और 00 एक ही रेखा पर हैं। 





आकृति 99 ... कल आकृति 9.20. : 


गणित 
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9.4 दो रेखाओं के साथ तिर्यक रेखा द्वारा बनाए गए कोण 


यदि एक रेखा दो या दो से अधिक रेखाओं को भिन्न-भिन्न बिन्दुओं पर प्रतिच्छेद करे, तो उसे उन दी हुई 
रेखाओं की तिर्यक रेखा (॥5५०54]) कहते हैं। 


आकृति 9.2| में, 489 और ८ दो रेखाएं हैं और उन्हें एक तिर्यक रेखा ।.0/ बिन्दुओं 2 और (2 
पर प्रतिच्छेद करती है। ये तीन रेखाएं, आठ कोण निर्धारित करती हैं; जिनमें से चार कोण बिन्दु /? पर 
और शेष चार कोण बिन्दु (2 पर हैं। आकृति में, इन कोणों की अपनी स्थितियों को देखते हुए इनमें से 
कछ कोणों के युग्म बनाए जा सकते हैं। 

निम्नलिखित कोण युग्मों को संगत कोण युग्म कहते हैं; 






(क) ८ और ८5 ख) ८4 और ८8 
(ग) ८2 और /6 (घ) ८3 और ८7 
निम्नलिखित कोण यग्मों को एकान्तर अन्तः 

कोण यरम कहते : 
(क) ८3 और ८5 (ख) ८2 और /8 


निम्नलिखित कोण यग्मों को क्रमागत अंत: कोण. 
यूरम या तिर्यूक रेखा के एक ही ओर के अन्तः 
कोणों का यरम कहते हैं : 

(क) ८2 और ८5 (ख) ८3 और ८8 आकृति 9.2] 


जब भी एक तिर्यक रेखा दो अन्य रेखाओं का प्रतिच्छेद करती है तो उनसे बने कछ कोण यग्मों को 
हम पहचान सकते हैं और उनके विशेष नाम भी हम बता सकते हैं। सामान्यतः इन कोण-युग्मों के , 
कोणों के बीच कोई संबंध नहीं होता। परन्तु, यदि रेखाएं समांतर हों, तो प्रत्येक कोण युग्म के कोणों के 
बीच कुछ बड़े ही उपयोगी संबंध होते हैं। आपको अपने पहले किए गए प्रयोगात्मक कार्य से याद होगा 
कि यदि एक तिर्यक रेखा, दो समांतर रेखाओं को काटती है तो 
()) संगत कोण बराबर होते हैं, 
(0) एकान्तर अतः कोण बराबर होते हैं, तथा 
(॥) क्रमागत अंतः कोण संप्रक होते हैं। 
“'रोक्‍त प्रकथनों के विलोम आसानी से दिए जा सकते हैं। वास्तव में, आप जब रूलर और 
सैटबेयर द्वारा, एक रेखा के समांतर दूसरी रेखा खींचते हैं, तो विलोम कथन का ही प्रयोग करते हैं। 


इस प्रकार, हम देखते हैं कि इन कोणों के बीच बड़े ही रोचक और उपयोगी संबंध होते हैं। क्या हम 
उन्हें सिद्ध कर सकते हैं? नहीं, क्योंकि दो समांतर रेखाओं की स्थिति पहली बार हमारे सम्मुख आयी है, 
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इससे पूर्व हम केवल प्रतिच्छेदी रेखाओं पर ही विचार कर रहे थे। अत! इसके लिए हमें एक नए . 
अभिगृहीत की आवश्यकता होती है। हम निम्नलिखित अभिगहीत ले सकते हैं। 


अभिगृहीत 9.2 [संगत कोण अभिगहीत] 


यदि एक तिर्यक रेखा, दो समांतर रेखाओं को काटे तो संगत कोण समान होते हैं। विल्ोमत: यदि एक 
तिर्यक रेखा दो रेखाओं को इस तरह काटे कि संगत कोण समान हों, तो दोनों रेखाएं समातर होती हैं। 
अब हम, समांतर रेखाओं और उनकी तिर्यक रेखा से संबंधित अन्य तथ्य ज्ञात कर सकते हैं। 
प्रमेय 9.2 (क) 
यदि एक तिर्यक रेखा, दो समातर रेखाओं को काटती है तो एकॉतर अंतः कोण कमान होते हैं। 
दिया है 42|| ८70 
तिर्यक रेखा / 48 को ?'पर और ८४) को 2 पर इस प्रकार काटती हैं कि एकांतर अंत 
कोणों के यग्म बनते हैं 
८, ८2; और ८3, 4, (आकृति 9.22) 





हे आकृति 9.22 
सिद्ध करना है: /] 55 ८2 और ८3 5 24 
उपपत्ति: ८25 ८5 । (शीर्षाभिमुख कोण) 
और ८]5 ८5 . (संगत कोण अभिगहीत) 
2. कि दे से ( ] ) द 
क्योंकि किरण /2 रेखा .42 पर स्थित है 


८ + ८4 5 ]807 
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क्योंकि किरण (27? रेखा ८४0 पर स्थित है, 

“» ८2+ ८3 5 80९ 

४. ८( + ८4 ८2+ ८3 

परन्तु /] 55 ८2 (ऊपर सिद्ध किया गया है) 

५ ८3-८4 .. (2) 


अतः /] 5 ८2 और ८3 - ८4 
प्रभेय 9.2 (ख) 
यदि एक तिर्यक रेखा दो समातर रेखाओं को काटती है, तो तिर्यक रेखा,के एक ओर के अन्त: कोण 
तंपूरक होते हैं। 
दिया है : 42 || ८7 
तिर्यक रेखा / रेखा 48 को 2? पर और रेखा ८४) को (2पर इस प्रकार काटती है कि 
तिर्यक रेखा के एक ओर दो यग्म निम्न बनते हैं : ८!, 22 और ८3. 24, (आकृति 9,23) 





आकृति 9.23 


सिद्ध करना है : /) + ८2 5 80" और 
८3 + ८4  807 
उपपत्ति: किरण (27 रेखा / पर स्थित है 
८2 + ८5 - ]80९ (रैखिक युग्म अभिगृहीत) 
और ८] > ८5 (संगत कोण अभिगृहीत) 
८] + ८2 5 80% . (॥) 
अब किरण 0 रेखा 48 पर स्थित है, 
',. ८]+ ४3 र 80" (रैखिक युग्स अभिगुद्दीत) 
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और किरण (27 रेखा ८77 पर स्थित है 
८2 + ८4 55 ]80? (रैखिक युग्म अभिगृहीत) 
(2] + ८2 ) + (८3 + ८4) ८ 360" 
क्योंकि ८। + ८2 5 807 
८3 + ८4 + 80९ ... (2) 
अतः ८<] + ८2 5 80" और ८3 + «4 75 380” 


प्रगेथ 9.3 (क): (प्रसेय 9.2(क)का विलोभ) : यवि एक तिर्यक रेख्य दो रेखाओं को इस प्रकार काटे कि 

एकांतर अंत: कोण-युर्म के कोण बराबर हों, तो वे दो रेखाएं समांतर होती हैं। 

दिया है : एक तिर्यक रेखा ॥ दो रेखाओं 489 और ८५) को क्रमश: / और (पर इस प्रकार 
काटती है, कि 2) और ८2, एकांतर अंतः कोण-युग्म बनते हैं और ८ +- ८2 


(आकृति 9.24) 





आकृति 9.24 
सिद्ध करना है :.4४ || (70 
उपपत्ति : ८2 ++ ८३ (शीर्षाभिमुख्व कोण) 
और ८] - ८2 (दिया है) 


८ +5 ८3 
इस प्रकार संगत कोण ८। और 3 समान हैं। हे 
458 || (7 (संगत कोण अभिगुहीत) , 
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' प्रमेय 9.3 (ख) (प्रमेष 9.2 (ख) का विलोम ): यदि एक तिर्यक रेखा दो रेखाओं का इस प्रकार 
प्रतिचछेद करे, कि तिर्यक रेखा के एक ही ओर के अतः कोणों को एक यरसे सम्प्रक हो, तो वे रेखाएं 
समातर होती हैं। 


दिया है : एक तिर्यक रेखा ६ दो सरल रेखाओं .48 और (८५) का क्रमशः # और (2 पर इस प्रकार 
प्रतिच्छेद करती है कि 2। और ८2. तिर्यक रेखा के एक ही ओर के अग्तः कोणों का एक 
युग्म है और 2। +- “2 ८ 80" है (आकृति 9.25) 
सिद्ध करना: है : 4४8 || ८7) 
उपर्पोत्तिं:.. क्योंकि किरण ८//0 रेखा / पर खड़ी है 


८2 + ८3 < 80० ह (रैखिक युग्म अभिगुद्दीत) 
और /] + ८2 < 80? (दिया है) 
८ + ८2 5 ८2 + ८३ 
या ८| 55 ८३ 
इस प्रकार, एक संगत कोण यग्म के कोण समान हैं। 
अत: 48 || (7 (संगत कोण अभिगृहीत) 





आकृति 9.25 आकृत्ति 9,26 
उदाहरण 9.2 : आकृति 9.26 में, # || # और ८] - 65" हो, तो “5 और ८8 ज्ञात कीजिए 
हल: ४४5 ४5 (शीर्षाभिमुख कोण) 
८3 > ८8 (संगत कोण, # || ४) 
८| 5 ८8 
क्योंकि ८] ++ 63९ (दिया है)- 


“06 7: 65? -«« (.) 
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फिर ४८5+८8-]80९"., ... (रैखिक युग्म अभिगृहीत) 
० ८5 -:,.807 -- “8 १ औक. पुल ने 
>> ]807 -- 65९ -- ]]5० फ "»«« (2) 


अतः «8 - 65?, तथा ८5 + 457 रा । 
उदाहरण 9.3 : आकृति 9.27 में, यदि 23 -- 6]" और “7 - ]8" हो, तो क्या # || ४? 


हल : ८3 + ८4 5 80% | (रैखिक युग्म अभिगृहीत) 
और ८3 ++ 6९ है - दिया है) 
८4 55 80९ - ८3 हु क, जुड 


- 80" -- 6]९ 5 9" 
, अब ४4 और ८7, एक संगत कोण यग्म बनाते हैं, ८4 ८ 97, /7 ८ ]8*, 





अर्थात्‌ ८4% ८7. 
॥7.||- ॥ हे आा (संगत कोण अभिगुहीत) 
/ 8 
[2 ९ 
0 आकृति 9.27 आकृति 9.28 
उदाहरण 9.4 : आकृति 9.28 में 48 || (70 और 47) || ८४ हो, तो सिद्ध कीजिए कि 


“८7248 5 ८/2८7% 


उपपत्ति: 47 || 22 और 4४8 उनकी एक तिर्यक रेखा है। 
“८7248 + ८48८ - 80". (तिर्यक रेखा के एक ओर के अंतः कोण) ... () 
फिर 48 || (४0 और #(! एक तिर्यक रेखा है 
“ ८4.9८ + ८0८४8 - 80" (तिर्यक रेखा के एक ओर के अन्तः कोण) ... (2) 
(]) और (2) से हमें प्राप्त होता*है 
८7049 + ८49८ 5 /70८9+ ८.49८' 
- ८7049 ८ ८70८7 
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प्रश्तावली 9.3 


, आंकृति 9.29 में, यदि /2 + 20% और /5 -+ 60" हो, तो दिंखाइए कि # || # 
'".. 2, आकृति 9.30 में, # || # और ८] और ८2, 3:2 के अनुपात में हैं। । से 8 तक के सभी _ 
कोण ज्ञात कीजिए। 





हि कक 9.29 आकृति 9.30 


3. आकृति 9.3] में, दिखाइए कि 42 || झकए 
4. यदि एक रेखा, दो समांतर रेखाओं में से एक पर लम्ब हो तो दिखाइए कि वह दूसरी रेखा 
पर भी लम्ब होगी। 
5, आकृति 9.32 में, 48 और ८५४0 दो समांतर रेखाएं हैं। 60/ और प्ला. क्रमशः संगत 
कोणों 9677 और 7प्राए्ट के समद्विभाजक हैं। दिखाइए कि 
() ८॥४/७559- 0पर0 (0 (किरण 60/) || (किरण मा.) 
4 || बा 





आकृति 9.3] आकृति 9.32 
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6. यदि दो समांतर रेखाओं को एक तिर्यक रेखा प्रतिच्छेदित करती हो, तो दिखाइए कि किसी 
भी एकांतर अंतः कोण-यग्म के कोणों के समठ्विभाजक समांतर होंगे। 

7. यदि दो रेखाओं को एक तिर्यक रेखा इस प्रकार प्रतिच्छेदित करे, कि संगत कोणों के एक 

...युग्म के कोण-समद्विभाजक समांतर हों, तो दिखाइए कि वे रेखाएं समांतर होंगी। 

8. एक तिर्यक रेखा, दी गई दो रेखाओं को इस प्रकार प्रतिच्छेदित करती है कि तिर्यक रेखा के 
एक ही ओर के अंतः कोण समान हैं। आकृति द्वारा दिखाइए कि उन रेखाओं का समांतर 
होना आवश्यक नहीं है। वह प्रतिबन्ध बताइए जिसके अंतर्गत वे रेखाएं समांतर होंगी। 

9. यदि दो कोणों में, एक की भजाएं दूसरे कोण की भुजाओं के क्रमश: समांतर हों, तो 
दिखाइए कि वे दोनों कोण या तो बराबर हैं या सम्प्रक (आकृति 9.33)। 


हे ९ 





ह + आकृति 9,33 रा 


दो रेखाएं / और #, दी अन्य रेखाओं # और # पर, क्रमश: लम्ब हैं। दिखाइए कि यदि 
रेखाएं # और / परस्पर प्रतिच्छेद करती हों, तो / और # भी परस्पर प्रतिच्छेद करेंगी। 


आकृति 9.34 में, » और ४ दो समतल दर्पण 
एक दूसरे के समांतर हैं। दिखाइए कि आपतित 
(77006॥) किरण ८५4, परावर्तित (४९०००) 
किरण #8/0 के समांतर हैं। 

[संकेत : 47? | | और 800 । ४, और इस 
प्रकार 47 || 80] .' 


( 


[ 


. 


॥ ७ इललल 





आकृति 9.34 
4 5 


9.5 त्रिभुज और उसके कोण. 

रेखाओं और कोणों का अध्ययन करने के 
पश्चात्‌ अब हम एक समतल में स्थित ऐसी 
आकृतियों पर विचार करेंगे जो दो से अधिक 
रेखाओं द्वारा बनी हों। इनमें त्रिभज (026) पे ट 
सब से सरल आकृति है, (आकृति 9.35) आकृति 9.35 
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._यवितीन बिन्दु 4,9,८'संरेख न हों, तो रेखाखंड 48, 2८! और ८4 एकत्रिभुज की रचना करते हैं 

जिसके शीर्षबिन्द.4, 8 और ८ हैं। रेखाखण्डों 48 82८' और ८4 को त्रिभुज की भुजाएं और कोण 8.4 ८: 
कोण 49८ और कोण 4८% (संक्षेप में, कोण 4, 9 और ८) को त्रिभुज के कौण कहते हैं। हम 'शब्द 
._त्रिभुज के स्थान पर प्रतीक “४” का भी प्रयोग करते हैं। इस प्रकार त्रिभुज 49८ को प्रतीक 0.48 से 
प्रकट करेंगे। 


त्रिभुजों का वर्गीकरण या तो उनकी भुजाओं के आधार पर या उन के कोणों के आधार पर तीन 
प्रकार से कर सकते हैं। 
(क) भुजाओं के आधार पर त्रिभुजों का वर्गीकरण 
() ऐसे त्रिभज को, जिसकी कोई भी दो भुजाएं बराबर न हों, विषम बाहु ($०४॥०॥९) तिभज कहते हैं। 
(॥) ऐसे त्रिभुज को जिस की दो भजाएं बराबर हों, समद्विबाहु (5080०65) त्रिभुज कहते हैं। 
(0) ऐसे त्रिभज को, जिस की तीनों भुजाएं, एक दूसरे के बराबर हों, सम बाहु (०वृप्पा॥०४७]) व्रिभूज 
कहते हैं 


(ख) कोणों के आधार पर त्रिभुजों का वर्गीकरण 
() ऐसे त्रिभज को, जिसका प्रत्येक कोण न्यूनकोण हो, त्यून कोण त्रिभज कहते हैं। 
४) ऐसे त्रिभज को, जिसका एक कोण समकोण हो, समकोण त्रिभुज कहते हैं। 

(॥) ऐसे त्रिभुल को जिसका एक कोण 'अधिक कोण हो, अधिक कोण त्रिभुज कहते हैं। 

अब हम, त्रिभुज के कोणों के बारे में, एक महत्वपूर्ण गुणधर्म ज्ञात करेंगे, जो यह है कि त्रिभुज के 

कोणों का योगफल 80 होता है। 

प्रमेय 9.4 

..त्रिभज के तीनों कोणों का योगफल 80० होता है। 

दिया हैः. एक त्रिभज 489८ (आकृति 9.36) 

सिद्ध करना है :/। + ८2 + ८3 > 807 

रचना : बिन्द 4 से होती हुई 8८? के समांतर एक रेखा #% खींचिए। 


।॥ ॥ | 
र ल्‍ज्ब््ाकक 4 


» 4 


छठ 2. आकृति 936 
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उपपत्ति;:.. क्‍योंकि 92' || #' 
» ८ > ८5 (एकान्तर कोण) 
और ८3 -- ८4 (एकान्तर कोण) 
“ ८ + ८3 ८5 “4 + ८5 दोनों पक्षों में “2 योग करने पर 
८] -+ ८3 + ८2 5८5 ८4 + ८5 + ८2 
परन्त ८4 + ८2 + ८5 - 80० (रैखिक युग्म अभिग्हीत) 
“ ८| + ८2 + ८३3 5 80० 
अतः त्रिभुज के तीनों कोणों का योगफल 80? होता है। 


उदाहरण 9,5 : एक त्रिभुज के तीन कोणों में से, एक कोण सबसे छोटे कोण का दगूना और दूसरा सबसे 
छोटे कीण का तिगूना है। सभी कोण ज्ञात कीजिए। 


हल : मान लीजिए त्रिभुज का सबसे छोटा कोण ४? है, तो उसके अन्य कोण 22? और 3४? 
होंगे। इस प्रकार 
« 3" 2४ + 3४ ८: 80 
> 55 30 


अतः त्रिभुज के कोण हैं : 30% 60९ 90९ 


उदाहरण 9.6 : आकृति 9.37 में, 429 और ८१) दो समांतर रेखाएं हैं। तिर्यक रेखा /४' के एक ओर 
स्थित अन्त: कोणों के समद्धिभाजक बिन्दु ?पर परस्पर प्रतिच्छेद करते हैं। सिद्ध कीजिए कि “0720५ 
एक समकोण है। 
उपपत्ति: /80/४ + ८7000/ - 80"[(तिर्यक रेखा के एक ओर के अंतः कोण, 48 || ८०) 
... () 
अब क्योंकि किरण ॥४2 समद्विभाजक है डा का, दिया है 
रा 


“ ८47 ++ हु “80/0४ 


इसी प्रकार. ८2४७४ - नर ८7000/ 

७ ८70१+ छा 

मर तर ८90 + प्र ८70॥ 
( 

“90% (]) के प्रयोग से ... (2) हे आकृति 9.37 
परन्तु ८70४१४+ ८7४॥/ + ८४४१५ - 80* _ (त्रिभुज के कोण) ... (3) ) 
(2) और (3) से ८४/7ए५४ ८ 807 -- 90? -- 90: 
“ ८74/70४ एक समकोण है। 
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प्रश्नावली 9.4 


]. एकत्रिभुज 492 में, /8 -- 05" और /८' + 50" हैं; “4 का माप ज्ञात कीजिए। 
2. यदि एक त्रिभूज के कोण 2 : 3 : 4 के अनुपात में हों तो तीनों कोण ज्ञात कीजिए। 
3. क्‍या एक त्रिभज में हो' सकते हैं 
(0) दो समकोण? (7) दो अधिककोण? 
(7) दो न्‍्यूनकोण? 0४) प्रत्येक कोण 60? से बड़ा? ' 
(९) प्रत्येक कोण 60? से छोटा! (शं) प्रत्येक कोण 60” का? 
प्रत्येक-में उत्तर की पृष्टि कीजिए। । 
5. . एक त्रिभुज 429८ का कोण 4 समकोण है; और 47. । 9४८ । सिद्ध कीजिए कि 
८2.47, 5 ८4८7 
6, आकृति 9.38 में, “49८' और “4८7 के समद्विभाजक बिन्द 0 पर परस्पर प्रतिच्छेद 


'करते हैं। सिद्ध कीजिए कि ८80८ < 90? + तर ८2.4८ 

7. आकृति 9.39 में, त्रिभुज 48८' की भुजाओं .49 और .4८' को क्रमशः 2? और (2 तक 
बढ़ाया गया है। ८79८ और ८2८7 के समद्विभाजक बिन्द्‌ 0 पर परस्पर प्रतिच्छेद 
करते हैं। सिद्ध कीजिए कि “४0८, 90९ -- ञ्र ८8.40! 


फ 


दि ' ( 


आकृति 9.38 


() 
आकृति 9.39 


कछ कोण सम्बन्ध । (5 


8. आकृति 9.40 में १५, ८7? का समद्विभाजक है और 77' | (07२, दिखाइये कि 
आए बन ञ्र (८८2 - ८7९) 
9. यदि दो समांतर रेखाओं को एक तिर्यक रेखा प्रतिच्छेदित करती हो, तो सिद्ध कीजिए कि 
अंतः कोणों के दो य॒ग्मों के समद्विभाजकों से एक आयत बनता है। 
0. आकृति 9.4] में, # और # दो समतल दर्पण हैं जो परस्पर लम्ब हैं। दिखाइए कि 
। आपतित किरण ८.4 परावर्तित किरण ४87 के समांतर है। 
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आकृति 9.40 








आकृति 9.4 


धै 


9:6 त्रिभुज के बहिष्कोण 


परिभाषा: यदि त्रिभूज 48८ की भजा 8८' को 

बढ़ा कर किरण 98/0 (आकृति 9.42) बना दें तो 
“८4८7 को, त्रिभुज 482 का शीर्ष ८' पर 
बहिष्कोण कहते हैं। / 


आकृति 9.42 छ 


त्रिभुज 48८! के शीर्ष ८ पर बहिष्कोण 4८7) के सापेक्ष, “4 और /8 को सुद्र अंत: कोण 
(शा08 एरऑंशांण ॥78!९9) या अंतः अभिमुख कोण (प्राशांण 0700५ 87॥7265) कहते हैं। 
अब, यदि किसी भुजा 8८ के स्थान पर, भजा 4८: को किरण 4# तक बढ़ाया जाए, तो “४८% 
भी & 47४८ का शीर्ष ८' पर बहिष्कोण है। क्योंकि “4८7०0 और /9८7 शीर्षाभिम॒ख कोण हैं, अत: 
कक बराबर होंगे। इसके अतिरिक्त, 4 और “9, बहिष्कोण /9८४ के सापेक्ष भी सुदूर अंतः 
णहैं। 


इस प्रकार त्रिभुज के प्रत्यैक शीर्ष पर त्रिभुज के दो बहिष्कोण होते हैं और वे परस्पर बराबर होते 
हैं। 
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आगे दिये गए प्रमेय द्वारा, त्रिभुज के प्रत्येक बहिष्कोण को उसके सापेक्ष सुद्र अंतः कोणों के 
योगफल के रूप में प्रकट कर सकते हैं। 


प्रमेय 9.5 : यदि किसी त्रिभूज की एक भृजा बढ़ाई जाए 
तो इस प्रकार बना बहिष्कोण दो सुद्र अन्तः कोणों के 
योगफल के बराबर होता है। 


दिया है: 5478८ में [0 बढ़ाई गई भुजा 9८! पर 
एक़ बिन्दु है जो बहिष्कोण ८4 
बनाता है। (आकृति 9.43) 





आकृति 9.43 


सिद्ध करना है : /4 >- ८2 + ८3 
उपरपत्ति: ८+ ८2+ ८3 5 80? ( & के तीनों कोणों का योग) ... () 


तथा ८ + “4 ८ 80" (रैखिक यग्म अभिगृहीत) (2) 
() तथा (2) से ८/ + ८2 + ८3 ८5 ८ + ८4 
“ ८4 -+ ८2 + ८३3 


टिप्पणी : क्योंकि “2 + ८3 - 24 है इसलिए स्पष्ट है कि ८4 >> 22 तथा ८4 > ८3 से। 
इसका अर्थ है (आकृति 9.43) कि किसी त्रिभुज का कोई बहिष्कोण प्रत्येक सुदूर अन्त: कोण से बड़ा 
होता है। ऐसे परिणाम को जो एक प्रमेय से सगमता से प्राप्त हो जाए, उसे इस प्रमेय का उपप्रमेय 
(०००७7) कहते हैं। इसलिए हम निम्न उल्लेख करते हैं। 


उपप्रभेय : किसी त्रिभज का बहिष्कोण सदैव किसी एक अभिमख अंतः कोण से बडा होता है। 


यह परिणाम प्रमेय 9.5 से सुगमता से प्राप्त होता है। हम कभी-कभी इसे बहिष्कोण 
प्रमेय कहते हैं। 


प्रश्नावली 9.5 


. आ्रिभुज का एक बहिष्कोण 0? का और एक सुद्र अंत: कोण 30" का है। त्रिभज के 
अन्य कोण ज्ञात कीजिए। क्‍ 

2, त्रिभुज 48८ की भूजाओं 9८, (4 और 84 को क्रमशः 70), 02 और / तक बढ़ाया 
गया है। (आकृति 9.44) यदि “4८70 ८ 00" और ८0.47 ८ 35९ तो त्रिभुज के ._ 
सभी कोण ज्ञात कीजिए। 


कछ कोण सम्बन्ध [97 





छ ( हे आकृति 9.45 
| 
आकृति 9.44 


3, आकति 9.45 में, & .48(/ की भजा #(/ को बढ़ा कर किरण 97) बनाया है तथा 
८४7 || 498। त्रिभज के कोणों के योगफल सम्बन्धी प्रमेय का प्रयोग किए बिना सिद्ध 
कीजिए कि 

“4८72 5: ८4 + ८8 
और फिर निर्धारित कीजिए कि ह 
८4 + ८8 + ८८" 5 80" ु 
4. त्रिभुज 478८ की भुजाओं 8८ ८.4 और 9 को क्रमानुसार बढ़ाकर बहिष्कोण 
८4८7), ८8.477 और /८7४४" बनाए गए हैं। दिखाइए कि 
“4८72 + ८8.40 + ८८87 "5 360? ४ 
5, त्रिभुज 48८ की भजा 8८! को /0 तक बढ़ाया रा है। 
८4 का समद्विभाजक 8८ से /, पर मिलता है। 
(आकृति 9.46) सिद्ध कीजिए कि 
८4982 + ८4८70 5 2 ८47.2 


| 


छि [॒, ( [5 


आकृति 9.46 
9.7 बहुभुज (उत्तल, सम) 


परिभाषा: मान लीजिए कि# (>> 3) के लिए7?, , ९, /९,, .... 2, एक समतल में भिन्‍न भिन्‍न बिन्द 
हैं। यदि रेखाखण्ड 7.7, 7१./९, ..., ??,/?, ऐसे हों कि 


]98 गणित 


() दो रेखाखण्ड अपने अंत्य बिन्दुओं को छोड़कर, किसी अन्य बिन्दु पर प्रतिच्छेद न करें, और 

(#) कोई दो रेखाखण्ड, जिन का एक उभयनिष्ठ अंत्य बिन्दु है, सरेख न हों, तो # रेखाखण्डों ' 
?/, 7,7, .... 7.१ के सम्मिलन को बहुभुज कहते हैं और बिन्दुओं /?,, /९, ..., /, को उसके शीर्ष 
बिन्दु कहते हैं। इसे बहभुज 77 ... ?, से प्रकट करते हैं। 

जिन » रेखाखण्डों से बहुभुज बना हो, उममें से प्रत्येक को बहुभुज की भूजा कहते हैं। एक शीर्ष 
पर मिलने वाली दो भुजाओं से निर्धारित कोण को बहुभज का कोण कहते हैं। 


टिप्पणी : यदि # 5 3 हो, तो बहुभुज का विशे ॥म है : त्रिभुज, और इसी प्रकार यदि # - 4 हो, 
तो बहुभुज का विशेष नाम है : चत्‌र्भज। [आकृति 9.47 () और (॥)] अन्य विशेष नाम इस प्रकार हैं : 





() () (0॥) (५) ' 


आकृति 9.47 


पंचभूज (# ८5 5) [आकृति 9.47 [7] 

पट्भूज (/ ८ 6) [आकृति 9.47 (५)] 

परिभाषा : एक बहुभुज /!9; ... ?, को उत्तल बहुभज कहते हैं यदि बहुभज की प्रत्येक भूजा के लिए 
बहुभूज के अन्य सभी शीर्ष, उस भूजा को आविष्ट करने वाली रेखा के एक ही ओर स्थित हों। आकृति 
9.47 में, (), (॥) और (५) उत्तल बहुभज हैं जबकि (7) उत्तल नहीं है। 


टिप्पणी : आगे इस पुस्तक में हम केवल उत्तल बहभजों पर ही विचार करेंगे; अतः इस अध्ययन में 
प्रत्येक बहुभुज का अर्थ उत्तल बह॒भुज से होगा। 


परिभाषा: यदि एक बहुभुज की सभी भृजाएं बराबर हों और उत्तके सभी कोण भी बराबर हो; तो ऐसे 
'बंहिभज को सम बहुभूज (6687/97 70//207) कहते हैं। ह 


. कुछ कोण सम्बन्ध 


चत्‌र्भज का कोण योगफल गुणधर्म 


प्रमेय 9.6 : चत॒र्भज के चारों कोणों का योगफल 360" होता है। 


दिया है : चतुर्भज 48८५0 (आकृति 9.48) 
सिद्ध करना है; ८4 + ८9 + ८८ + ८70 ८ 360० 
रचना : विकर्ण 4८ खींचिए। 

उपपत्ति: हमें प्राप्त है 


८ “+ ८4 + ८6 55 ]80? 
८2 - ८3 + ८5 5 807? 


या ८4 + ८8 + ८८ + ८2 5 3607 


उदाहरण 9,7 : सिद्ध कीजिए कि एक षट्भुज के सभी कोणों का योगफल 720" होता है। 


विया है: षटभुज 4#9८फ्राफ 


आकुति 9.48 





छे 


(त्रिभुज के कोणों का योग) 
(जिभुज के कोणों का योग) 
» (८। + ८2) + (८4 + ८3) + ८6 + ८5 ८ 360९ 


सिद्ध करना हैं; “77479 + ८.49८' + ८9८70 + ८८४४४ + /0/770+ /ए724 ८ 720९ 


[विश्लेषण : आपने देखा है कि इसी प्रकार की एक स्थिति 
चतुर्भुज के कोणों की थी जिसमें चत्‌र्भज को 
दो त्रिभुजों में विभाजित करके, हमने इसी 
प्रकार की उपपत्ति दी है। उसी प्रकार, ,4८. 
4420 और 47 को मिलाएं तो हमें चार त्रिभुज 
प्राप्त होंगे।] 


रचना : 472 470 और 4८' को मिलाइए। 


आकृति 9.49 


उपपत्ति : & 4792८ में, “84८' + ८498८ + ८8८4 5 80९ 
5 4702८ में, “704८ + “4८77 + ८८०04 +- 80* 
& 4770 में, ८7470 + ८4775 + ८77/4 5 80? 


6 47 में, 2478 + ८4 + ८74 - 80? 





() 
(2) 
(3) 
(4) 
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(), (2), (3). और (4) को योग करने और पुनः समूह बनाने पर 

(८8.4८ + ८7040 + /774॥0 + ८7477) 

न॑ ८47८ + (८8८4 + ८4072) + (८८724 + ८4/25) 

+ (८7074 + ८4770 + /774 5 720" 

या ८49 + ८478८ + (8(77 + ८८०58 + ८/7+ ८/#/4 ८ 720" 
टिप्पणी : यदि हमारे पास पंचभुज हो, तो हम इसे तीन त्रिभुजों में बांट सकेंगे जैसा कि आकृति 9.50 
में दिखाया गया है, और इंसके अंत: कोणों का योगफल 3 »< 80* अर्थात्‌ 540” होगा। 

व्यापक रूप में, यदि हमारे पास॥झ (॥23) ' 


भुजाओं का बहुभुज हो तो हम उचित शीर्ष चुनकर (एि श 
(0 --2) त्रिभजों में बांट सकते हैं इस प्रकार ॥ 
भजावाली बहभज के सभी अन्तः कोणों का 
920 (# -: 2) ६ 80" हे 

- (४ - 2) » 2 सम कोण 

-- (2# “ 4) समकोण 
होगा। 

5 0 
आकृति 9.50 
प्रश्नावली 9.6 


!. एक चत्‌र्भज के तीन कोण 00?, 48" और 92० हैं। चौथा कोण ज्ञात कीजिए 

2, चतर्भज 48८0) में, कोण 4, &, ८: /0: :2:3 : 4 के अनुपात में हैं। चतर्भज के प्रत्येक 
कोण का माप ज्ञात कीजिए 

3, समषट्भुज के प्रत्येक कोण का माप बताइए 

4, एक सम बहुभुज के प्रत्येक कोण का माप 08" है; उसकी भुजाओं की संख्या बताइए। 

5. सम बहभज की भुजाओं की संख्या ज्ञात कीजिए, यदि इसके प्रत्येक कोण का माप हो : 
(क) 60" (ख) 4357 (ग) व75"  (घ) 62% 
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6. चतुर्भुज 48८70 की भुजाओं 9.4 और 70८! को बढ़ाया गया है जैसा कि आकृति 9.5 में 
दिखाया गया है। सिद्ध कीजिए कि 6 + & 5: & + 9» 





ह आकृति 9.5] 

7, 428८70४ एक सम पंचुभुज है। पंचभुज के 2.4 का समद्विभाजक, भुजा ८४) को बिन्दु 
॥4 पर मिलता है। दिखाइए कि ८40/८' -- 90९ 
[संकेत ! समपंचभुज का प्रत्येक कोण ]08 का है।] 


अध्याय 0 
सर्वांगसम त्रिभुज 


80.4 आकृतियों की सर्वांगसमता 

कंछ गणितीय वस्तओं (आकृतियों) का उनके क॒छ विशेष गुणधर्मों के आधार पर वर्गीकरण करना 
गणित की एक आधारभूत समस्या है। ज्यामिति में आकृतियों का वर्गीकरण करने के लिए हम जिस सरल 
परन्तु मौलिक संकठ्पना का प्रयोग करते हैं वह है सवागिसमता। मोटे तौर पर, दी आकृतियां सर्वांगसम 
होती हैं यदि वे आमाप (४26) और आकार में समान हों। 

हमने () दो रेखा खण्डों और (॥) दो कोणों की सवाँंगसमता के विचार को स्पष्ट करने के लिए 

अध्यारोपण विधि का प्रयोग किया था। सामान्यतः इस विधि का प्रयोग एक ही प्रकार की किन्‍्हीं भी 
दो आकृतियों के लिए भी कर सकते हैं। परन्त्‌ यह विधि इतनी सुविधाजनक नहीं है कि इसका प्रयोग 
किया ज़ा सके। अतः जहां भी सम्भव हो, हम सेंख्याओं का प्रयोग करना चाहेंगे। रेखा-खण्ड की लम्बाई 
और 'फोण का माप, ज्यामिति में संख्याओं के प्रयोग के उदाहरण हैं। हम सर्वांगसमता के लिए भी इनका' 
प्रयोग करेंगे। 


दो रेखा-खण्डों की स्वांससमता हे 

आपको याद होगा कि दो सर्वांगसम रेखाखण्डों की लम्बाई बराबर होती है और विलोमत: दो रेखाखण्ड, 

जिन की लम्बाई बराबर हो, सर्वांगसम होते हैं। हम इन तथ्यों को इस प्रकार भी प्रकट कर सकते हैं। 
| रेखाब्ण्ड तवागसम होते हैं, यदि और केवल' यदि उनकी लम्बाई बराबर हो। 

द बा 0.] हि 
इस प्रकार, दो रेखाखण्डों की स्वांगसमता की एक सरल कसौटी (पर्याप्त प्रतिबन्ध) निम्न है : 
दो रेखाखण्ड, 480 और ८/0-सर्वांगसम होंगे यदि .49-- ८४) हो। 

दो कोणों की स्वागसभमता.... लि 

दो रेखाखण्डों के स्थान पर, दो कोणों को 

लेने पर, हम यह परिणाम प्राप्त करते हैं: 








आकृति 702.. # ढ़ ः 
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दो कोण सवागिसम होते हैं यदि और केवल यदि उनके माप बराबर हों। 
: पहले की भांति, दो कोणों की सर्वांगसमता की एक सरल कसौटी (पर्याप्त प्रतिबन्ध) निम्न है 
दो कोण 24८" और £/7/” सवागसम हैं यदि ॥॥./204 ८ -- ;%/2/2/' हो । 


0.2 दो त्रिभुजों की सर्वांगसमता 
व्यापक रूप से, हम कह सकते हैं कि दो त्रिभुज सर्वांगसम होते हैं, यदि और केबल यदि, एक त्रिभज को 
दूसरे त्रिभुज पर अध्यारोपित करने से उसको पूर्ण रूप से और ठीक-ठीक ढक सके। 
मान लीजिए 3&.479८, 3 /##0 के सवांगसम है, [आकृति 0.30)] तो हमारे लिए वह स|्धव है 
/॥ | 


| ९. है 5 अप्यप 
आकति 0.3() । 
कि &.49८ को, 8 /४70 पर इस प्रकार अध्यारोपित करें कि वह उसको प्रा और-ठीक-ठीक ढक लें। 
अब, हम ऐसे किसी भी अध्यारोपण में, & .49८' के शीर्ष-बिन्द & #776 के शीर्ष-बिन्दओं पर किसी _ 
क्रम से रखेंगे। और फिर & 479८ की प्रत्येक भजा, & ४76 की संगत भजा पर इस प्रकार अध्यारोपित 
होगी कि उसको पूरा और ठीक-ठीक ढक ले। & 428८ का प्रत्येक कोण & /7४४5 के संगत कोण पर इस... 
प्रकार अध्यारोपित होगा कि वह दोनों एक दसरे को प्रा और'ठीक-ठीक ढक ले। इस प्रकार, वह क्रम 
जिसमें शीर्ष-बिन्द संगत होते हैं, अपने आप से, त्रिभजों की भजाओं और कोणों में संगतता निर्धारित कर 
देता है। और यदि अध्यारोपण ठीक-ठीक है, तो हमें छः समिकाएँ प्राप्तहोती हैं जिनमें से तीन संगत 
. भजाओं की और तीन संगत कोणों की होती हैं।। 
मान लीजिए, अध्यारोपण द्वारा, & 4.9८ ठीक-ठीक ढक लेता है & /४76 को, जबकि 4 49८! 
के शीर्ष-बिन्द & //6 के शीर्ष बिन्दुओं पर इस क्रम से गिरे कि 
476, 8++/, (+- 02 
पा संक्षेप में 49८! --776 १ 
हमें निम्नलिखित समिकाएँ प्राप्त होती हैं : 
495"- &7 8(/5/४० (4८5 (7 
८.4८ ८४६ ८2+-- ८77 ८(+-८0० 
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अब दो त्रिभजों 49८ और 7४76 के शीर्ष बिन्दओं के बीच, .4.8८/---/:४४#७ के प्रकार की 
संगतता को हम सदैव मान सकते हैं, चाहे अध्यारोपण से, एक त्रिभज दसरे त्रिभज को परां और 
ठीक-ठीक ढक सके या नहीं। यदि आप ऐसी संगतताओं के विचार करने का प्रयत्न-करें तो देखैंगे कि ऐसी 
छः संगतताएँ हैं, जो निम्न हैं | 
42(:+-++ £/७, । :(69(, *+-+ #/(/, 4486 +++ एफ 
48८+--> #ऋठा. 4790+->- 6फ,. 4 म्फठछ | 
यदि & 48८, 87४6 के सर्वांगसम है तो इन छः सम्भव संगतताओं में से, कम से कम एक 
संगतता ऐसी होगी, जिसके अनुरूप अध्यारोपण से, एक त्रिभज़ दूसरे त्रिभुज को प्रा और ठीक-ठीक ढक 
सकेगा। और इस प्रकार हमें तीन समिकाएँ संगत भजाओं की लम्बाइयों की, और तीन समिकाएं संगत 
कोणों कोणों के मापों की प्राप्त होंगी। दसरी ओर, यदि ७.475८, 5 7270 के सर्वांगसम नहीं है, तो छ 
में से किसी भी संगतता में अध्यारोपण से त्रिभजों का पूरा औरे ठीक ठीक ढक जाना प्राप्त नहीं होगा। 
इसलिए, प्रत्येक संगतता में & 48८7 का कम से कम एक भाग ऐसा होगा जो  /#७6 के संगत भाग के 
बराबर नहीं होगा। 
'. अत: दो त्रिभजों की सर्वागसमता का एक निम्नलिखित व्यापक नियम प्राप्त होता है क्‍ 
दो त्रिभज सर्वांगसम होते हैं यदि और केवल यदि, उनके शीर्ष-बिन्दओं में एक ऐसी संगतता हो कि 
त्रिभजों की बंगत भजाएं और संगत कोण बराबर हों। 
संकेतन : यदि 8 48८, ७४४७ के सर्वांगसम है, और संगतता 49८--#7#6 से एक त्रिभुज के छ 
भाग दूसरे त्रिभुज के छः भागों के सर्वांगसम हो जाते हैं, तो हम लिखते हैं 
3 479(:55 0 ॥770 
ध्यान दीजिए कि त्रिभजों के नामों में, अक्षरों का क्रम, उस संगतता का भी संकेत करता है, जिससे 
सर्वांगसमता स्थापित होती है। इसे हम एक परिपाटी के रूप में मान लेंते हैं। इसके कारण, दो त्रिभजों के 
'नाम लिखने के क्रम से, हम आसानी से वे छ: समिकाएँ काएँ प्राप्त कर सकते हैं जो दो सर्वांगसम त्रिभुजों के 
संगत भागों के बीच होती हैं। 
सभी त्रिभुजों के समुच्चय में सवांगसमता सम्बन्ध 
त्रिभुजों की सर्वांगसमता की परिभाषा और ऊपर दी गई संकेत विधि से, निम्नलिखित परिणाम तुरन्त 
प्राप्न्र होते हैं 
(6) यदि &.478८55 5फ्फ5 तो 87655 5 429८ 
॥) यदि ७.48८55 8 /726 और 3##655 3 /(272, तो +.478८55 $ /(27? 
(॥) स्पष्टतया ७48८5 ७5 48८: 


0.3 दो ज्रिभुजों की सर्वांगसमता के लिए पर्याप्त प्रतिबन्ध 


हमेशा की तरह यहां भी मितव्ययता का प्रश्न उठता है। दो त्रिभजों की सर्वांगसमता के लिए, क्या सभी/ 
छः समिकाओं की आवश्यकता है? दूसरे शब्दों में, कम से कम कितनी समिकाएँ दी हई हों, जिससे 


सर्वांग्सम निभुज | 205 


त्रिभुज़ों की सवागिसमता निर्धारित हो जाए। यह पता चलता है कि यदि इन छ: समिकाओं में से ठीक से 
चनी गई तीन समिकाएं सन्तुष्ट होती हों तो शेष तीन समिकाएँ अपने आप सन्तष्ट हो जाती हैं। इस 
प्रकार का हमारा पहला परिणाम एक अभिगुहीत है। इसका प्रयोग हम इस प्रकार के अन्य परिणामों को 
सिद्ध करने के लिए करेंगे। 

मान लीजिए एक त्रिभुज 478८' है जिस की 
भुजाए .48 और 29८. और अंतरित कोण (00060 
8१86) ८49८ ज्ञात हैं। इस प्रकार भुजाएं 48, 2८ 
और कोण “478८ निश्चित हैं। तब, जैसा कि साथ की 
आकृति से स्पष्ट है, भुजा ८.4 स्वतः ही निश्चित हो 
जाती है और इसके साथ ही शेष दो कोण /८' और ८4 
भी निश्चित हो जाते हैं। अतः यदि त्रिभुज की दो भुजाएं 
और उनका अंतरित कोण ज्ञात हों, तो त्रिभुज अद्वितीय 
रूप से निश्चित हो जाता है। इस संकल्पना से हम क्‍ आकृति 0.300) 
निम्नलिखित अभिगहीत निर्धारित करते हैं। 
अभिगृहीत 0.! भृ-को-भु (भुजा-कोण- भूजा) सर्वांगसमता अभिगहीत 
यदि एक त्रिभुज की दो भुजाएं और उनका अंतरित कोण क्रमशः दुसरे त्रिभूज की दो भूजाएं और उनके 
अंतरित कोण के बराबर हों, तो वे त्रिभुज सर्वागसम होते हैं। 
टिप्पणी : क्योंकि यह अभिगृहीत, त्रिभुजःकी दो भुजाओं और उनके अंतरित कोण से संबंधित होता है, 
इसलिए इसे (भुजा-कोण-भुजा) भ-कों- भू स्वांससमता अभिगहीत व भू-को-भ कसौटी कहते हैं। 

इस प्रकार, उदाहरण के लिए, यदि आकृति 0.4 में, 49 -- #7 29८" #6, और ८855 ८# 
तो 8 48८5 8 7706 (अर्थात्‌ ८4७०४ ८4-८४ और 2८5 ८०6 होंगे)। 

4 2 










/ 0.4 


छ ( छः () 
टिप्पणी: भु-को - भु सर्वांगसमता अभिगहीत (भु-को-भू स० अ०) के बारे में एक महत्वपर्ण बात यह है 
कि अंत्रित कोण बराबर होते चाहिए। मान लीजिए एक त्रिभुज की दो भूजाएं और एक कोण (जो 
भजाओं के अंतरित न हो) दूसरे त्रिभूज की दो भुजाओं और एक कोण के बराबर है, तो कया त्रिभज 
स्वागसम होंगे? नहीं। यह स्पष्ट करने के लिए, आकृति 0.5 देखिए 
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आकृति 0,5 
छठ 2 ( ः । 
ध्यान दीजिए कि त्रिभज 48८ और त्रिभुज 49८" में, 49-49, 8८- ४'८५ और 
' “४८4 ८ ८४'८*4१ परन्तु स्पष्ट है कि ७.49८, &.4/9'८” के सर्वांगसम नहीं है। यहां भु-को-भु 
अभिगुद्दीत लाग नहीं है क्योंकि “8८.4, दो भुजाओं 48 और #८ के अंतरित नहीं है। 
हम भु-को-भु अभिगृहीत का अनुप्रयोग निम्न उपयोगी परिणाम को सिद्ध करने में करेंगे।. 


प्रमेय 0. : त्रिभुज की बराबर भूजाओं के सम्मुख कोण बराबर होते हैं।.._ # 


दिया है! ७478८ में, 4-८ .4८' (आकृति 0.6) 
सिद्ध करना है : ८८ - ८? 
रचना! हम “4 का समद्विभाजक 47 खींचते हैं जो 


, #८ को 20 पर मिलता है। 
उपर्पोत्ति: ७.4870 और ७ 4८70 में, 
4728-4८ (दिया है) 
८8.4/05 ८८49 (रचना) 
4/05.4.0 (उभयनिष्ठ) 
3409705 834८0... (भुको-भु०अ०) _... 2. ८ 
अतः ८985-८८ (सर्वांगसम त्रिभुजों के संगत भाग) आकृति-0.6 


उदाहरण 0.: & 49८ में, मान लीजिए “4 -- 00और 49-4८ हो, तो ८8 और “८ ज्ञात 
कीजिए। | 
हल : &.479८ में, (आकृति 0.7) 

4895-4८. ह 4 

५. #('- /8 / 

अब, “4+८8+ ८८5 80? . (त्रिभज के 27 

या, 007+ ८8 + ८8 -- 807 

या, 2/9-- 807-- ]00० 

“55 807 । छ ... ६ 
“ ८8- ८८:5८ 400 आकृति 0.7 
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उद्राहरण 0.2 : & /(27२ में, यदि /(2-- (27२ -- २४ हो (अर्थात्‌ यदि & 7१८१ समबाह त्रिभुज हो) 
' तो सिद्ध कीजिए कि इसका प्रत्येक कोण 60% है। 
हल : 5/(27 में (आकृति 0.8) ? 

7(2- (27? (दिया है) 

“ ८75८7 (समान भुजाओं के सम्मुख कोण) .. 7 (]) 

फिर /(2--772 (दिया है) 

“» “(2-८7 (समान भुजाओं के सम्मुख कोण) ... (2) 


() और (2) से प्राप्त होता है : 

८7८ /(25 ८7? | 

परन्तु, “70+ ८(2+ ८7२८ 80 (त्रिभज के कोणों 

“ ३ ८7-- 807 का योग) 0 फ्र्‌ 
या ८775-60" 


आकृति 0.8 
अतः ८ै#+- ८(25: ८/२ ८ 607 


प्रमेथ 0.2 को-भु-को (कोण-भूजा-कोण) सर्वांगसमता प्रमेय 
यदि एक त्रिभुज के ढो कोण और उनकी अंतरित भुजा क्रमशः दूसरे त्रिभ्ज के दो संगत कोणों और 
उनकी अतरित भूजा के बराबर हों तो वे त्रिभुज सर्वागसम होते हैं। 
दिया है: 5.49८' और 5 /(0९ में 
८8-८0 
26592 8 
282+- (7 
सिद्ध करना है: ७ .478८75४ ५7८77 
| /53 ए 
ढ् 





छे ९. ि 
आकृति 0.9 
उपपत्ति : 
स्थित्ति [: यदि ,49-- /८ हो, तो भु-को-भु अभिगृहीत द्वारा ७. 49८5 4 /१(270, और इस तरह 
प्रमेय सिद्ध हो जाता है। 


. 208 गणित 


स्थिति] : मान लीजिए 49% /१2, और मान लीजिए 429 < /८) तो भुजा /१(2 पर ऐसा बिन्दु $ 
लीजिए कि (29 -- 4४9 हो। 7१ को मिलाइए। 
5&.48८ और 5५८४ में, 


42-52 (माना हुआ है) 
2८5 (27 (दिया है) 
८9-८0 (दिया है) 


/ 34925 0.५2. (भु-को-भु अभिगुहीत) 

अतः “4८79 5 ८270४. (स्वांगसम त्रिभुजों के संगत भाग) 

परन्त “4८795 ८2777 (दिया है) 

८(277- ८(00९ 

पर यह तब तक असम्भव है जब तक किरण 7२५ किरण 7१४? के साथ संपाती न हो जाए अर्थात्‌ ५, / के 
साथ संपाती न हो जाए 

“ 4895-72 

अतः 8.48८5 ७7०27 
स्थिति ता :यदि मान लें कि 48:> /(2 हो, तो ऊपर दिए गए तर्क से सिद्ध कर सकते हैं कि 

0.42(:55 6 /()९ 

अतः सभी स्थितियों में, & 42८55 8 /(27 
उप-प्रमेय (को-को-भ्‌ सर्वांगसमता कसौटी) 


यदि एक त्रिभुज के दो कोण और एक भुजा (जो कोणों के अत्तरित न हों) क्रमशः दसरे त्रिभज के संगत 
कोणों और भजा के बराबर हों, तो वे त्रिभज सवागिसम होते हैं। 


दिया है: ७.49८ और 8707%' में, (आकृति 0.0) 
८45 ८70, ८8- ८08 2 -"मफ़ 
सिद्ध करना है: & 48८5८ 6 फ 


१) (0 


5 (५ ८ ए 
आकृति 0.0 
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उपपत्ति : क्योंकि त्रिभुज के कोणों का योगफल 80० होता है, इसलिए 
८4 + ८8+ ८(८ ८/2+ /“&8+ ८/#// 


परन्तु ८4 -- ८2 
और ८85८ ८६ 
78 & () 
अब ७ .49८' और ७7077 में 
८95: ८॥ (दिया है) 
८(-- ८77 [ (]) से] 
कट्ल्य्फा (दिया है) 
8 4855 37 (को-भु-को सर्वांगसम प्रमेय) 


को-को-भुजा सर्वागसम कसौटी (को-को-भु स० क०) का प्रयोग करके अब हम प्रमेय 0.] का 
विलोम सिद्ध कर सकते हैं। 
प्रमेष 0.3 : यदि त्रिभज के दो कोण बराबर हों, तो उनकी सम्मख भजाएं भी बराबर होती हैं। 
दिया है: &.479८ में, ८८'<- ८8 (आकृति 0.]) 
सिद्ध करना है :.4/9--.4 ८ 
रचना : “4 का समद्विभाजक खींचिए और मान लीजिए कि यह 8८! को बिदु /0 पर मिलता है। 
उपर्पत्ति: &.47970 और ७ .4८0) में, 





८295-८८ (दिया है) 
८2.4/2 -- ८८.47 (रचना) 
470 -- 470 (उभयनिष्ठ ) 
“ 3.42705< 8 4८५70 (को-को-भू स० क०) 
अतः 4४ + 4८ (सर्वागसम त्रिभजों 
ै के संगत भाग) 
छे 9 & 
आकृति 0.! 


हमने ऊपर देखा है, कि दो त्रिभजों की सर्वांगसमता के लिए, को-भ-को-स ० कसौटी, एक भजा से 
सम्बद्ध है; और भ-को-भ स० कसौटी, दो भजाओं से सम्बद्ध है। अब हम एक ऐसी कसौटी देते हैं 
जिसका त्रिभुजों की सभी तीनों भजाओं से सम्बद्ध है। 


प्रभेय 0,4 : भू-भु-भ्‌ (भजा-भुजा- भुजा) सर्वांगसमता प्रमेय 


यदि एक त्रिभूज की तीन भुजाएं, दूसरे त्रिभूज की क्रमश: तीन भूजाओं के बराबर हें, तो वे दोनों त्रिभूज 
तवागिसम होते हैं। 


|. 20 


दिया है: 5.4.8८' और 6 /7/77 में, 





बछ 
8 ( 
आकृति 0.2 
4857): 
८ नया 
4८7 


सिद्ध करना है : ७ 48८55 ५5 77्फ 

रचना: मान लीजिए #८ सब से लमुब्ी भुजा है। रेखाखण्ड 776 इस प्रकार खींचिए कि 
7505-49 हो। (आकृति 0.2) 
और ८#6- ८८7४4 
0४7 और 706 को मिलाइए। 

उपपत्ति;: ७.42८' और ७ 67 में, 


478+-- 6 (रचना) 
८480<- ८(#फ (रचना) 
छ्ट्न्म्फ्र (दिया है) 
-. 3479८55 8 6777. (भु-को-भु स० अभिगृहीत) 
* ८45८९ (सर्वांगसम त्रिभुजों के संगत भाग) ... (!) ' 
और 4८5 677 (सर्वागसम त्रिभुजों के संगत भाग) ... (2) 
अब, 49-26 (रचना) 
49--7)77 (दिया है) 
, नकमा्न्य्ठ ' (3) 


इसी-प्रकार, /0/"- 69 ... (4) 


सवागिसम त्रिभुज 2]| 


53 /2)06 में, 
7978-7%6 (ऊपर सिद्ध किया) 
कक 2 (बराबर भुजाओं के सम्मुख कोण) ... (5) 
57976 में, 
#व4)0-#06 (ऊपर सिद्ध किया) 
“ ८35८4 (बराबर भुजाओं के सम्मुख कोण) ... (6) 
“ ८]+८35८2+ ८4 [(5) और (6) से] 
८705 ८6 ४) 
लेकिन ८0-८4 [() से] 
कक पड 2 8 (8) 
अब ५७ .429८' और ७7777 में, 
47-77 (दिया है) 
4८ नया (दिया है) 
८4 55 ८7० [(8) से] 


“ 3.489८55 07%. (भु-को-भु स० अभिगहीत) 


प्रमेय 0.5 स-क-भु (समकोण-कर्ण-भुजा) सर्वांगसमता प्रमेय 


यदि एक समकोण त्रिभूज का कर्ण और एक भुजा, दूसरे समकोण त्रिभूज के क्रमश: कर्ण और संगत भुजा 
के बराबर हो, तो वे समकोण त्रिभज सर्वायसम होते हैं। 


दिया है: 5 428८ और 5 20797 में, (आकृति 0,3) 
८# -- ८72 5 90० 
अड्डे 7 
#ट लक 
सिद्ध करना है; 58 479८ ५४ 5 77% 
रचना; 727 को ॥/ तक बढ़ाइए जिससे कि 48 - 70४ हो। 


47" को मिलाइए। 
उपर्पत्ति: ७ 48८ और 5 ४7% में, 
428 - 2४75 (रचना) 
कटा खफा (दिया है) 
८895 ८7९ (प्रत्येक 90०) 


५ 5 4322 5< ५ आप (भू-को-भु स० अभिगृहीत) 


2!2 गणित 


है प [2 
छः पा 
छ ९. 
आकृति 0.3 हैं 

अतः ८4 ८ ८0४ न () 

और 4८ 5 077 '*- (2) 
किन्तु 4८ - छ7 (दिया है) 

“ औ4? 55 [077 

“ ८4 ८77 (4 2070॥ में, ॥77 - 7070 ...(3) 

(!) और (3) से 

८4 > ८7 ... (4) 

अब «७ 49८ और 6779 में, 

८4 ++ ८70 [(4) से। 

<# 5 ८7४ (दिया है) 

“ ८0 - ८# .. (5) 

पुनः & 48८ और 5 77% में, 

2 - झ (दिया है) 

0 < 707 (दिया है) 

८८ ८7 [(5) से] 

/ &$ 480 ४ 68 077 (भु-को-भु स० अभिगहीत) 


टिप्पणी: दो त्रिभुजों की सवांगसमता के लिए जिन स्थितियों का हम ने अब तक अध्ययन किया है 
उनका संबंध दो भुजाओं और एक कोण से या एक भुजा और दो कोणों से या तीन भुजाओं से था। हम उस 
स्थिति के बारे में क्या कहेंगे, जिसका संबंध तीनों कोणों की सर्वागसमता से हो। अर्थात्‌, यदि एक त्रिभुज 
के तीन कोण दूसरे त्रिभूज के क्रमशः तीन कोणों के बराबर हों तो क्‍या वे त्रिभुज सर्वांगसम होंगे? 
आकृति 0.84 लीजिए, जिसमें 9८” || 9८, जैसा कि स्पष्ट है, “8 और ८४” बराबर हैं (संगत 
* कोण)और ८८ और ८८” बराबर हैं। इस प्रकार ५ 42८” के तीनों कोण क्रमशः 4 .429८'के तीनों 


2]3 





संवॉागिसम त्रिभुज 
2 
/र ( हैँ 
मर आकृति 0.4 आकृति 0 5 0 


कोणों के बराबर हैं। परन्त॒ यह तो स्पष्ट है कि 8 479८" & 478८ के सर्वांगसम नहीं है, अत: यह याद 
रहे कि त्रिभुजों की सर्वांगसमता के लिए को-को-को जैसी कोई कसौटी नहीं है। 

उदाहरण 0.4 : आकृति 0.5 में, 4/0.और 2(2, रेखा खण्ड 49 पर लम्ब हैं और 47? -- 80) है। 
सिद्ध कीजिए कि बिन्दु 0, 48 और /( दोनों का मध्य बिन्द॒ है। 

उपपत्ति : त्रिभुजों 407 और 200 में, 


47 + 20 (दिया है) 

८4 7; ८8 (प्रत्येक 90") 

८407 - ८#00 (शीर्षाभिमुख कोण) 

/ 8 40755 ४ ४02 (को-को-भु सर्वागसम कसौटी) 
अतः ,4(2 -- (28 

और 70 - (20 


» 0, 47 और /९ दोनों का मध्य बिन्दु है। 


उदाहरण 0,5 : आकृति !0.6 में, भुजाएं 84 और ८4 इस प्रकार बढ़ाई गई हैं कि 9.4 - 470 
और ८4 5 4४ है। सिद्ध कीजिए कि 775 | ८४ 


उपपत्ति: त्रिभुजों 48८" और ४५7४ में, डे ”” 
49 + 4/0 (दिया है) 
4८' ८ 85 (दिया है) 
८7240 + ८04४8 (शीषभिमुख कोण) कै 


/ 3 48८ 5 5 4708 (भु-को-भु स्वांगसम अभिगृहीत) 
अतः ८478८ - ८4725 
इस प्रकार, तिर्यक रेखा 870, रेखाओं 8८” और 7077 के साथ 
समान एकान्तर अन्तः कोण बनाती है। छ 


हे आकृति 0,6 
अतः 25 || (8 


24 | गणित 
प्रश्नावली 0. 


[. 'दों समकोण त्रिभजों में एक त्रिभुज की एक भुजा 

और एक न्यूनकीण दूसरे तरिभुज की संगत भुजा 
. और कोण के बराब र हैं। सिद्ध कीजिए कि त्रिभुज जिद 

स्वांगसम हैं। 

2, आकृति 0.7 में, बिन्दु 0. .48 और ८7० दोनों ८& । 8 
का मध्य बिन्दु है। सिद्ध कीजिए कि 
405 290 और 4८ ॥ 90 ... आकृति 0.[7 

3. 4# एक रेखाखण्ड है। रेखा 49 के विपरीत पक्षों में 4. और 997 समान लम्बाई के 

_ ऐसे दो रेखाखण्ड खींचे गए है कि 4.४ || 87 है। यदि रेखाखण्ड 4॥2 और ४ ४ परस्पर 

बिन्दु / पर प्रतिच्छेद करें तो सिद्ध कीजिए कि 
() & 47८४ ५८ ७ ४70० और 
(४) रेखाखण्ड 4. और 27५, बिन्द / पर परस्पर समद्विभाजित करते हैं। 

4, आकृति 0.]8 में, (|| # और ॥४ रेखाखण्ड 48 का मध्य बिन्दु है। सिद्ध कीजिए कि 
यदि ८४) कोई अन्य रेखाखण्ड हो, जिसके सिरे ८ और /) क्रमश: रेखाओं / और # पर 
हों, तो ॥/ रेखाखण्ड ८7) का भी मध्य बिन्दु होगा। 


है ए 
हि (हि हि ( 
_ 
के (88 
| 8 8 8 ७ 0 82 रि 


आकृति 0.8 आकृति 0.9 


5. मान लीजिए रेखाखण्ड 48 और ८४) बिन्दु 0 पर परस्पर इस प्रकार प्रतिच्छेद करते हैं 
कि 4(2--070 और 08 - 0८ है। सिद्ध कीजिए कि 4८5 87) लेकिन यहाँ यह 
आवश्यक नहीं कि 4(/ और 8! समांतर हों। 

6. आकृति 0.]9 में, त्रिभुज .49८' की दो भुजाएं 48 और #(' और माध्यिका 47), 


सर्वांगसम त्रिभज 25 


) 


है 


40. 


क्रमश: त्रिभूज /(27 की भुजाओ /(2 और (27? और माध्यिका /१४ के बराबर हैं। 
सिद्ध कीजिए कि त्रिभूज 49८ और /(2/? सर्वागसम हैं। 

राम दो वस्तुओं 4 और # के बीच की द्री मालूम कस्ना चाहता है; परन्तु इन दोनों 
वस्तुओं के बीच एक रुकावट है (जैसा कि आकृति 0.20 में, दिखाया गया है), जिसके 
कारण वह यह दूरी सीधे नाप कर ज्ञात नही कर सकता है। 





९ 
आकृति 0.20 आकृति 0 2] ह 


इस कठिनाई को दूर करने के लिए वह एक चातुर्य विधि का प्रयोग करता है। पहले 
वह एक बिन्दु 0 ऐसा लेता है जिस से कि 4 और # दोनों दिखाई दें और वहां एक खम्बा 
स्थापित करता है। फिर रेखा .40 की सीध में चह एक बिन्दु /2 पर खम्बा इस तरह 
स्थापित करता है, जिससे कि 4 (2- 0000। इसी प्रकार, वह एक तीसरा खम्बा बिन्दु ८! 
पर स्थापित करता है, जिससे कि 90 -- 0८'। तब वह ८४) को नापता है और देखता है 
कि ८705८ 70मी। सिद्ध कीजिए कि 4 और # के बीच की दूरी भी 70 मी है। 
आकृति 0.2 से व्याख्या कीजिए कि नदी को पार किए बिना हम उसकी चौडाई कैसे 
ज्ञात कर सकते हैं। 
आकृति 0.22 में ५ 48८ की समान भुजाओं 48 और 4८ पर बिन्दु & और ए ऐसे है, , 
कि 4४ --.4 ९ है। सिद्ध कीजिए कि &#(-#7 
सिद्ध कीजिए कि & 49८ समद्विबाह जिभुज होगा, यदि निम्नलिखित में से कोई एक 
स्थिति लागू होती हो: 
(0) शीर्ष-लम्ब 47), भुजा 82 का समद्विभाजक है, 
() माध्यिका 47) भूजा 8८! पर लम्ब है, 
(7) ८8.40 का समद्विभाजक, भुजा 2८! पर लम्ब है, 
(९) शीर्ष-लम्ब 47), कोण 940 का समद्विभाजक है, 
(५) शीर्षलम्ब 87-- शीर्षलम्ब (कफ 
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आकृति 0.22 आकृति 0.23 


, आकृति 0.23 में, ७480 में, 48-40, ## और ८फ' क्रमशः ८8 और ८८ के 
समद्विभाजक हैं। सिद्ध कीजिए कि 89८ 5कट्क | । 
!2, आकृति 0.24 में, 48 -- 4८! और 78 -- 0८ है। सिद्ध कीजिए कि 
“4870 5८ ८4८70 
जा पर 


9 
आकृति ]0,24 
3, 8.42८ एक समद्विबाह त्रिभुज है जिसमें 49-4८! है। भुजा 84 को /2 तक इस 
तरह बढ़ाया गया है कि 485-5.470। सिद्ध कीजिए कि ८8८70 एक समकोणं है। 
4. आकृति 0.25 में, 4८5: 39८, ८7024 5: ८४८४ और /7298८'5 /£4 ८ सिद्ध 
कीजिए कि ७ /080८' और ७8 774८! सर्वांगसम हैं और 70८'नमटा 
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आकृति 0.25 


0.4 ज्रिभुज में कुछ असमिका सम्बन्ध 
अब हम त्रिभुज की भूजाओं और कोणों के बीच के कुछ असमिका सम्बन्धों पर विचार करेंगे। ' 
प्रभेय 0.6': यदि किसी त्रिभूज की दो भूजाएं बराबर न हों, तो बड़ी भूजा के सामने का कोण बड़ा 


होगा। 
4 


8 ८. आकुर्ति 0,26 


विया है; &.479८ में, 4८ >.489 (आकृति 0.26) 

सिद्ध करना है : “42८> ८4८४ क्‍ ' 

रचना: भुजा .4८' पर बिन्द 2) ऐसा लीजिए कि 40-47) हो। 870 को मिलाइए। 
उपपत्ति: ७.49/ में, द 


472 - 4/0 (रचना) 

2] न 2) (समान भुजा के सम्मुख कोण) ...() 
परन्तु “2, 8 2८४0 का बहिष्कोण है द 

'» ८27>८4८४ (बहिष्कोण प्रमेय) ... (2) 


() और (2) से 
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८> ८4८7 
परन्तु ८478८ ८! (रचना) 
८4.20 > ८((/४ 


प्रमेय 0.7 : (प्रमेय 0.6 का विलोम ) : यदि किसी त्रिभुज के दो कोण असमान हों, तो बड़े कोण के 
सामने की भूजा बडी होगी। 


दिया है। ७48८ में “490: /4८४ (आकृति गम हे 
सिद्ध करना है :4८>.478 
उपपीत्ति : ७478८ में, 48 और 4८ के लिए तीन 
संभावनाएं हैं; जिनमें केवल एक ही सही होगी: 
(0) 40549 '(0) 40८< 479 
(॥) 4८7>.479 न्‍ हे 
आकृति 0.27 
स्थिति 6) यदि 4८5 48, तो 479८८ ८4८४ 


जो दिये गये तथ्यों का विरोध करता है। 
40% 49 

स्थिति (7) यदि 4८ < 49, तो क्‍योंकि बड़ी भुजा के सम्मुख बड़ा कोण होता है; 

“. ८4(82-> ८472९: 

यह भी दिये गये तथ्यों का विरोध करता है। 
स्थिति (). 40.47 

केवल यही संभावना हमारे पास शेष है, अतः यह अवश्य सत्य होगी। गे 

'* 4. ->.479 / | 


है; 
प्रमेय 0,8 : किसी त्रिभज की दो भजाओं का योग तीसरी भजा से बडा होता है। | 


दिया है: 8.42८ (आकृति 0.28) 
सिद्ध करना है; 49+ 4८०7८ 
49++#9८(7>.4८ 
और 9८'+.4८> 479 
रचना: भजा 24,को /) तक बढ़ाइए जिससे कि 
40 ८ 4८! हो। ८7) को मिलाइए। 





आकुति 0.28 


स्वागसम त्रिभुज 2]9 


उपपत्ति ; 5७.4८) में, .4(<- 
"८४('705८ ८470! (समान भुजाओं के सम्मुख कोण) 
“ ८“4८77+८“८80८4 > ८470८... (रचना) 
वा “9८70-72 ८870 ८ ... ([) 
अब, ७ ४72८ में, 
८2८77> ८४70८ 
2072८ (बड़े कोण की सम्मुख भुजा) ... (2) 
परन्तु 270 -- 94 +.470 
-24+4( : (रचना) 
(2) और (3) से 
“ 24 +.4(:7>7८' ६.) 
इसी प्रकार हम सिद्ध कर सकते हैं कि 
428+2(>.4८' 
और 9८'+ 4(८:>.49 
प्रमेय 0.9 : एक दी हुई रेखा पर एक बिन्दु पे जी इस रेखा पर स्थित नहीं है, डाले गए सभी रेखाखण्डों 
में लांबिक रेखाखण्ड सबसे छोटा होता है। 


दिया है: / एक रेखा है और # एक बिन्दु जो / पर स्थित 
नहीं है। (आकृति 0.29) 
/20 | ॥ 
| रेखा / पर, ॥/ से भिन्‍न कोई बिन्दु है। 


सिद्ध करना है : /॥/< 7५४ 


उपपत्ति: 57/0॥५ में, क्र 
८॥/-| समकोण (दिया है) डर | 
» ८/भ न्‍्यूनकोण है। (त्रिभुजकाकोणयोगगुणधर्म)  ., 
७८0 > /!४ आकृति 0.29 
अतः #४:०7%४४/ , (बड़े कोण की सम्मुख भुजा) 
या //१/< 7? 


परिभाषा : किसी रेखा और उसके बाहर स्थित किसी बिन्दु के बीच की दूरी, उस बिन्दु से उस रेखा से 
डाले गए लांबिक रेखाखण्ड की लम्बाई होती है। किसी रेखा और उस रेखा पर स्थित एक बिन्दु के बीच 
की दरी शन्य होती है। 


5, 
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प्रश्नावली 0.2 


!,. आकृति 0.30 में, 22 > #हहै। 29 और 7१५, क्रमशः ८2 और «# के 


समद्विभाजक हैं। सिद्ध कीजिए : ,५(2 > ५४२ 
£? 


आकृति 0.30 आकृति 0.3 आकृति 0.32 


, आकृति 0.3 में, ४ >> » है। दिखाइए कि 7४ -> 7.४ 

, आकृति 0.32 में /(2 - 7४२ है। दिखाइए कि #$ >> /(0 
आकृति 0.33 में, 479 > 4८ है। दिखाइए कि 428 > 4.0 

, सिद्ध कीजिए कि समकोण त्रिभज में कर्ण सब से बड़ी भुजा होती है। 


/& 
2 कि 
8 9 ट्‌ रे , 


आकृति ॥0.33 आकृति 0.34 
6, आकृति 0.34 में, /(2 70.४ एक चतुर्भज है। /(2 इस की सब से बड़ी भुजा है और /९८६ 
इस की सब से छोटी। सिद्ध कीजिए कि ८7? > /# और ८5 > ८2 
[संकेत : //? को मिलाइए और फिर (29 को मिलाइए।] 
7. आकृति 0.35 में, [४२ > /(2 और /$ ८7 का समद्विभाजक है। दिखाइए कि # >> 9 





(॥ “>> (+ > 


सर्वांगसम त्रिभुज । 2] 


?ए 


८ 





८ 


(3 - 5 ॥* ठि 9४, (्‌ 
आकृति 4035. * आकृति 0,36 
8, आकृति 0.36 में, 4॥), कोण 4 का समद्विभाजक है। दिखाइए कि 48 >> 8/0 


9, आकृति 0.37 में, 4४? । / और ॥7२ > /(2। दिखाइए कि 47९ >> 4(2 
[संकेत : 4७ खींचिए, जहां /१$ -+ »(2। तब दिखाइए कि ८3 > ८2] 


* ५ शे $ २ 
आकृति 0.37 
]0. सिर्ध/कीजिए किं त्रिभुज के तीन शीर्ष-लम्बों का योगफल, उसकी तीनों भुजाओं : 
योगफल से कंम होता है। 


), आकृति 0.38 में, & (277 और उसके अभ्यंतर में ,७ कोई बिन्दु है। दिखाइए कि 
५5(2+ 57२ < 72(2 + उपर 
[संकेत : (29 को इतना बढ़ाइए कि वह 77९ को 7' पर मिले।] 
ए 





(2 5 छ 
आकृति 0.38 आकृति 0 39 


१2) गत 


[2, 0 707 (आकृति 039) में, भूजा 0१ पर 8 कोई बिल है। दिखाइए कि 
0+0१+ 70 >2/ का 
|3, आकृति |040 में, (08 एक चतर्भत है जिसके विकर्ण 
|| और (8 बिन्द 0 पर प्रतिच्छेद करते हैं। दिाइए कि 
0) 20+ 00+#8+ 00 > | + 08 और 
त) ॥0+ 20 + 788 + 87< 2 (9१ + (8) 


प्‌ 


९ 


आकृति !0.4( 


अध्याय । 


समांतरचत्‌र्भज 


.। चतर्भज 


चतर्भन और उसके शीर्ष, भुजाओं, कोणों और 
विकर्णों की परिभाषा हम पहले दे चुके हैं। 
आकृति . में 4, 8, 0" और )) शीर्ष वाला 
' एक चतर्भज है। इसे प्रतीक चतर्भज 48८0» या 
(049८0 से प्रकट करते हैं। 9 3 


आकृति .] 


वार रेखाखण्ड 49 9८! (7) और /04 इसकी भजाएं और चार कोण ८4, ८8, ८८ और ८2 
इसके कोण हैं। दो रेखा खण्ड 4८” और 8/0 (दिखाए गए हों, अथवा नहीं) इसके दो विकर्ण कहलाते हैं। 

हमने पहले, चतुर्भज के एक महत्वपूर्ण गुणधर्म का कथन दिया है और इसे सिद्ध किया है। वह 
गुणधर्म है : चतुर्भज के चार कोणों का योगफल 360"या 4 समकोण होता है। इस गण धर्म को सिद्ध करने 
के लिए, हमने त्रिभुज के संगत गणधर्म का प्रयोग किया था। चतुर्भज या बहभजों के गणप्रर्मों के 
अध्ययन के लिए, त्रिभुज के अधारभूत गृणधर्म की जानकारी आवश्यक है। 

इस अध्याय में, हम कछ विशेष प्रकार के चतुर्भज, जैसे समलम्ब, समांतरचतुर्भज, समचत्‌र्भज, 
आयत और वर्ग को परिभाषित करेंगे और उनके कछ महत्वपर्ण गणधर्मो पर विचार करेंगे। 

प्रारंभ में, हम चत्‌र्भज के भुजा-यग्मों और कोणों से सम्बद्ध कछ नामों का प्रयोग करेंगे। ये नाम 
इन विशेष प्रकार के चत॒र्भुजों के गुणधर्मों का ठीक-ठीक कथन देने में सहायक होते हैं। 
..। चत॒र्भज की सम्मुख भजाएं, क्रमागत भुजाएं, सम्मुख कोण तथा क्रमागत कोण 
परिभाषा |: चतुर्भुज की वे दो भूजाएं, जिन का कोई उभयनिष्ठ बिन्दु न हो, सम्मुख भुजाएं कहलाती 
हैं। 
परिभाषा 2: चत॒र्भज की वे दो भजाएं, जिन का एक उभयनिष्ठ अंत्य बिन्द (॥४४-॥०॥॥) ही, क्रमागत 
भजाएं कहलाती हैं। 
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परिभाषा 3: चतर्भज के वे दो कोण, जिनको अंतरित करने वाली भजाओ में कोई भुजा सर्वनिष्ठ न हो, 
सम्मख कोण कहलाते हैं। 
परिभाषा 4: चतर्भज के वे दो कोण, जिनको अंतरित करने वाली भुजाओं में एक भजा सर्वनिष्ठ हो, 
क्रमागत कोण कंहलाते हैं। श 

आकृति .] के चतुर्भज 4४8८० में 

() 48 ८४ दो सम्मुख भुजाओं का एक युग्म है। .470, 7८ सम्मुख भुजाओं का दूसरा युग्म है। 

(2) 48, 82 क्रमागत भुजाओं का एक यग्म है। 8८. ८0, ८०, 224 और /04, 4४ क्रमागत 
भुजाओं के अन्य तीन यग्म हैं। 

(3) ८4, ८ सम्मख कोणों का एक यग्म है। ८8, /70 सम्मुख कोणों का दसरा यर्म है। 

(4) ८4, ८2, क्रमागत कोणों का एक यग्म है। ८8, ८८: ८८, “70 और ८7), “4, क्रमागत 
कोणों के अन्य तीन यर्म हैं। 


,.2 समलम्ध ओर समांतरचतर्भज 


परिभाषा : उस चतर्भज को समलम्ब (४90०2 077) कहते हैं जिसकी सम्मूख भजाओं का एक यरम 
परस्पर पमातर हो। 
परिभाषा: उत्त चत॒र्भज को समातरचतुर्भज (7878//20०27877) कहते हैं जिसकी सम्मुख भजाओं का 
प्रत्येक यरम परस्पर समातर हो। 
ध्यान दीजिए कि यदि सभी समांतरचतर्भजों के समच्चय को /! से, सभी समलम्ब चतर्भजों के 
समच्चय को /' से और सभी चतर्भजों के समुच्चय को (2 से प्रकट करें तो 
8 बक। आ कक के, 


टिप्पणी : साधारंणतया, समलम्ब उस चतर्भज को कहते हैं जिसमें सम्मख भजाओं का केवल एक ही 
यरम समांतर हो। । 


६ 


[.2. समांतरचतुर्भज के गणधर्म : आकृति .2 में, 


479८४) एक समांतरचत्‌र्भज है, क्योंकि 48 | 70८ ५८ 
और 28८ || 4/2। हमसमांतरचतर्भज को प्रतीक |#' 
478८0) से प्रकट करेंगे। 


माप कर तथा जांच 'कर, आप समांतरचतर्भज के 
कछ गणधर्मों से परिचित हाँ चकें हैं। आपको याद होगा 
कि समांतरचत॒र्भुज में 
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()) सम्मुख भुजाओं का प्रत्येक युग्म बराबर होता है। 

(7) सम्मुख कोणों का प्रत्येक युग्म बराबर होता है। 

(7) विकर्ण परस्पर समद्विआजित करते हैं। 

इन तथ्यों की पुष्टि के लिए, हम इन में से प्रत्येक गुणधर्म को सिद्ध करना चाहेंगे। 

यह सिद्ध करने के लिए कि .4॥9 -- (५) और 470 ८5 92८ हम ऐसे दो त्रिभुज लेंगे जिनकी भुजाएं 
ये रेखा खण्ड हैं। थोडा सोचने पर हम यह जान सकते हैं कि हमें 4८” को मिलाना चाहिये। तब हम सिद्ध 
कर सकते हैं कि & 4८४ 55 ७ ८.4/0 इत्यादि। 

इसी प्रकार यह सिद्ध करने के लिए कि विकर्ण परस्पर समद्विभाजित करते हैं, यह मानते हुए कि 
विकर्ण परस्पर बिन्द्‌ 0 पर प्रतिच्छेद करते हैं और इनसे चार त्रिभुज प्राप्त होते हैं; हम इनमें से केवल 
दो त्रिभुजों को लेकर यह सिद्ध करेंगे कि ये त्रिभुज सर्वांगसम हैं। 


परिमेय . (क) : 
समातरचत॒र्भज की सम्मुख भजाएं बराबर होती हैं। 
दिया है : [] 48८77 एक समांतरचत्‌र्भज है। 


सिद्ध करना है :.478 -- ८५४० और 470 5" ८फ 
रचना : 4८ को मिलाइए। (आकृति .3) 





कि हे आकृति (.3 ( 
उपपत्ति :त्रिभुजों 4772 और ८४4 में, 


८704८ -- ८8८4 '.. (एकान्तर अंतः कोण, 4/0 | 2८) 

4८ ++ (१4 (उभयनिष्ठ) 
'८/0८.4 5८ ८894८ (एकान्तर अतः कोण, 492 || 72८) 

 & 470८ 5< 3 ८94 (कोण-भुजा-कोंण सर्वांगसम प्रमेय) 

“. 470 ८5 ८४ और 70८ ८ 4 8, ु ० 
प्रमेथ .4 (ख) : 

समातरचतुर्भुज के सम्मुख कीण बराबर होते हैं। 


दिया है: 4 2८7 एक समांतर चतर्भज है। 
(आकृति .4) 
सिद्ध करना है : ८4 5८ “८ और ८9 - ८0 पि 





आकृति .4 


उपपत्ति : क्योंकि :48 || 200 और 470 उनको प्रतिच्छेदित करता है। 
४» ८4 + ८70 ८ 80" (क्रमागत अंत: कीण) ... () 


/ 


१26 ह गणित 


क्योंकि .470 || 8८' और 00८ उनको प्रतिच्छेदित करता है। 


«» ८70 + ८८ ८ 80० (क्रमागत अंत: कोण) ... (2) 
(]) और (2) से, 

८4 +॑ ८70 5 ८0 + ८८ 

0 ऑअ#ू226 


इसी प्रकार, ८# +- ८70 
प्रभेथ .8 (ग): 
समातरचतुभुज के विकर्ण परस्पर समद्विभाजित करते हैं। 
विया हे: 478८7 एक समांतरचतुर्भुज है। 
विकर्ण 4८' और ४/2 बिन्द्‌ 20 पर परस्पर 
प्रतिच्छेदित करते हैं। (आकृति .5) 





सिद्ध करना है; 04 -- 0८ और 08 ८ 00। द् आकृति ].5 क 
उपपत्ति :... त्रिभजों 4000 और ८७४ में, | 
८7040 - ८8८0 (एकान्तर अंतः कोण, 40 | 8८) 
440 + #८ ( | ”” की सम्मुख भुजाएं) 
८4700 5८ ८८70 (एकान्तर अतः कोण, 470 || 2८) 
. 0 40705 80 ८0४8 (कीण-भुजा-कोण स० प्र०) 


» 405८ (60 और 070 5 09 
संक्षेप में : 
प्रमेथ .] : समांतरचतुर्भुज में 
(क) सम्मुख भुजाएं बराबर होती हैं, 
(ख) सम्मुख कोण बराबर होते हैं और 
(ग) विकर्ण परस्पर समठ्विभाजित करते हैं। 


प्रश्नावली .॥ 
. 42८77 एक समांतरचतुर्भज है, और रेखाखण्ड + » 
और ८५ क्रमश: “4 और /(' को समद्विभाजित 
करते हैं। (आकृति .6) दिखाइए कि 47270 || ८३ 





आक्गि [.6 
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2, समांतरचतर्भज 48८9 में, क्रमागत कोण ,4 और 
# के समद्विभाजक परस्पर बिन्द !? पर प्रतिच्छेद करते 
हैं। (आकृति .7) सिद्ध कीजिए कि ८477 5 90" 

3, यदि समांतरचत्‌र्भज का एक विकर्ण, उसके एक कोण 
को समद्विभाजित करता हो तो वह द्सरे कोण को भी 
समद्विभाजित करेगा और तब दोनों विकर्ण एक दगरे 
पर लम्ब होंगे। 

4. दिए हुए त्रिभुज 48८ में 4, 8 और ८' से होती हुई 

: रेखाएं खींची गई हैं जो क्रमशः 8८, (4 और 

449 के समांतर हैं और जिनसे ७॥?()२ प्राप्त होता है। 





(आकृति .8) दिखाइए कि 9८! - च्पि (27९ 
5. आकृति .9 में, समांतरचतर्भज 48८५2 के विकर्ण 
82 पर, 4/४ और ८४ लम्ब हैं। सिद्ध कीजिए कि 


() 5 4/02४ ५८ ७ (४ और 
() 4४८ (४? 





आकृति ].9 


0.3 चत्‌र्भज का समांतरचतर्भज होने के लिए पर्थाप्त प्रतिबंध 


पहले सिद्ध किए गए तीन प्रमेयों में से एक के परिणाम को हम इस प्रकार व्यक्त कर सकते हैं। 

यदि एक चतुर्भज, समातरचतुर्भुज हो, तो इसकी सम्मख भजाएं बराबर होती हैं। 

इसका विलोम क्या होगा? निस्सन्देह, वह चत्‌र्भज ही है जिस पर हम विचार कर रहे हैं। हमारा 
कथन यह हो सकता है: क्‍ क्‍ 

यदि चतुर्भज की सम्मख भूजाओं के दोनों यरम बराबर हों, तो चतर्भज एक समांतरचत्‌रर्भुज होता 
है। 

, कसी चतुर्भज का समांतरचतुर्भुज होने के लिए उसकी सम्मख भुजाओं के दोनों युग्मों का बराबर 
होना पर्याप्त प्रतिबंध होगा जबकि इस प्रतिबंध को एक प्रमेय के रूप में सिद्ध किया जा सकता है। इसी 
प्रकार आप दो और पर्याप्त प्रतिबंध निर्धारित कर सकते हैं: 

यदि किसी चत॒र्भज के विकर्ण परस्पर समद्विभाजित करते हो, तो चत्र्भज, समांतरचत््‌र्भज होता 
है। 


यदि किसी चत्‌र्भज के सममख कोण बराबर हों, तो चत॒र्भज, समांतरचतुर्भज होता है। 


' 2798 गणित 


एक अन्य महत्वपूर्ण प्रतिबंध निम्नलिखित है: 

यदि चतुर्भुण के सम्मुख धुजाओं का कोई एक युरम परस्पर सम्रातर और बराबर हो, तो चतुर्भज 
समातरचतुर्भुज होता है। 

ऊपर के प्रतिबंधों में से प्रत्येक प्रतिबंध चतुर्भुज के समांतर चत॒र्भज होने के लिए पर्याप्त प्रतिबंध 
है। अब हम इन प्रतिबंधों को प्रमेयों के रूप में सिद्ध करेंगे। 


प्रमेय ,2 (क) (प्रमेय . (क) का विलोम) : 
. एक चतुर्भज समातरचतुर्भुज होता है, यदि इसकी सम्मुख 
_ भुजाएं परस्पर बराबर हीं; 


विया है: चत्‌र्भज 49८7), जिसमें 
48 - (7०) और 79८! -- 704 





(आकृति ,0) 
ढ आकृति .0 
सिद्ध करना है : 48८70 एक समांतरचतुर्भुज है। 
रचना : 4८ को मिलाइए। 
उपपत्ति : , त्रिभुजों 4८४ और ८.4/) में 
4८! -- ८4 (उभयनिष्ठ) 
(2 - 470 (दिया है) 
42 +- ८7 (दिया है) 
“ 44085४ 8 (402 (भुजा-भूजा-भुजा स० प्र०) 
अतः /८.49 < ८4८00 .. () 
और ८4८7 - ८८47 . (2) 


अब रेखा 4८ रेखाओं 49 और /0८ को क्रमश: बिन्दुओं 4 और ८! पर इस प्रकार 
प्रतिच्छेद करती है, कि एकांतर अंत: कोण | 

८८48 - ८4८79 (ऊपर सिद्ध किया है) 
" 4+ || 00 ... (3) 
इसी प्रकार, रेखा 4८, रेखाओं 9८' और .47) को क्रमशः: ८€' और 4 पर इस प्रकार 
प्रतिच्छेद करती है कि, एकांतर अंतः कोण 

८4८7 - ८८470 

» 2८ || 40 ... (4) 
अतः (3) और (4) से ह 
42८70 एक समांतर चत्‌र्भुज है। 
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प्रभेय .2 (ख)- (प्रमेय . (ख) का विलोम) [) 5 
एक चतुर्भज, समातरचतुर्भज होता है, यदि उसके सम्मूख 
कोण परस्पर बराबर हों। 


दिया हैं; चतृर्भज 4८7 में. 
८4 + ८८! और ८ प८ ८70 


(आकृति .[) । . 8 
सिद्ध करना है :.478८7) एक समांतरचतुर्भुज है। लि 
उपरपत्ति:.. चतुर्भुज 48८7०) में, नि, 
१3. है / 0 (दिया है) जा 
८95 ८0 ' विया है) . .» (2) 
"<4+कास्८ट+८0 |: .« (3) 
और ८24 + ८29 + 2८ + ८727 5 360९ (चरतर्भुज के कोण) ... (4) 
/, ८4 -+ ८8 < ८८ # ८700 5८ 80? . (5) 
अब, रेखा ,478 रेखाओं ,470 और 8८ को क्रमशः बिन्दु 4 और # पर इस प्रकार 
प्रतिच्छेदित करती है कि क्रमागत अंत: कोण हा 
८4 + ८8 - 80? 
“. 470 || छट' ... (6) 
इसी प्रकार, (]) और (2) से. 
८.4 + ८70 5 ८98+ ८८ ८ 80० 
* 48 || 2९ ... (7) 
अतः (6) और (7) से 
428८7) एक समांतर चतुर्भुज है। 


प्रमेथ .2 (ग) (प्रमेय 8.] (ग) का विलोस) 
यदि एक चतुर्भुज के विकर्ण परस्पर समद्विभाजित करते हों, तो चतुर्भज एक समातरचतुभुज होता है। 
दिया है: चतुर्भज 48८7) जिस में विकर्ण 4८" और » 8, 
80) परस्पर बिन्दु 0 पर इस प्रकार प्रतिच्छेद 
, करते हैं, कि 4(2 ++ 0८, और 80 - 070 

(आकृति .2) 


सिद्ध करना है : 4४८४0 एक समांतरचतुर्भुज है।. 





आकृति |[.2 
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उपरपत्ति: ज़िभुज 40/0 और त्रिभुज ८७४ में, 


40 > ८०0 
(00 +- 08 (दिया है) 
८407 5 ८८७४ (शीर्षाभिमुख कोण) 
35 4075 ५ ८07 (भुजा कोण भुजा स० अ०) 


और “4000 5 /0८फ 

क्योंकि, ये एकांतर अंत: कोण हैं, जो तिर्यक रेखा 4८! का 470 और 8८ से प्रतिच्छेद 

करने से बने हैं, 

“ 470 | 8८. 

इसी प्रकार 47 || (४0 

अत: 429८7 एक समांतरचतुर्भुज है। 
प्रमेय .2 (घ) : एक चतुर्भुज समातरचतुर्भुज होता है यदि उसकी सम्मुख भृजाओं का एक यरम 
परस्पर बराबर और तमातर हों। 


।ट ८. 

दिया है: चतुर्भज 48८7) जिसमें 

42 - (7), और 4४ || (9 

(आकृति .3) 
सिद्ध करना है :.48८7) एक समांतरचतुर्भज है।. & 8 
रचना : त्रिभुजों 48८” और ८४) में, आकृति .3 

48 - ८7) (दिया है) 

4८ - 4८! (उभयनिष्ठ) 

“28.4८ 5 ८70८4 (एकांतर अंत: कोण, 48 || ८४०) 


७ 48८55 ४ ८704 (भुजा-कोण-भुजा सर्वांगसम अभिगहीत) 

अतः ८8(.4 ८5 ८24(' 
- 42 | 29८ 
अत: 48 || (77 और 47 || #८ 
“ 4970 एक समांतरचत्र्भज है। । 

संक्षेप में 

प्रभेय .2 ; एक चत्‌र्भज समातरचतुर्भज होता है। 

(क) यदि सम्मुख भजाओं के दोनों युग्म परस्पर बराबर हों: 
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या (ख) यदि सम्मुख कोणों के दोनों यम्मों में से प्रत्येक परस्पर बराबर हों 
या (ग) यदि विकर्ण परस्पर समद्विभाजित करते हों 
या (घ) यदि सम्मुख भुजाओं का एक यर्म, बराबर और समांतर दोनों ही हो। 


प्रश्तावली !.2 


[) ॥६ (८ 
[. आकृति .4 में, 4४८५४) एक समांतरचतर्भज है। 
“* और # भुजाओं 48 और ८१) के क्रमश: मध्य 
बिन्दु हैं। दिखाइए कि 4,४८४ एक समांतरचतुर्भज 
है। 
० है 5 


आकृति .4 


2. आकृति .5 में, समांतरचतर्भत 4४८०) की 
सम्मुख भुजाओं 49 और 70८' के मध्य बिन्द क्रमश 
“ और 9 हैं। 4.४ और /0 9 को मिलाया गया है, जो 
/ पर परस्पर प्रतिच्छेद करते हैं। (५ और 99 को 
मिलाया गया है, जो (2 पर परस्पर प्रतिच्छेद करते हैं। 
दिखाइए कि /४(2/ एक समांतरचतुर्भज है। 





3. आकृति .6 में, 4४8८४) एक समांतर चतर्भज है 


ए) 
और »& 9 विकर्ण #/0 पर ऐसे बिन्द हैं कि बल 
70४ -- #7। सिद्ध कीजिए कि 4४८४ एक हि 
समांतरचत्‌र्भज है। 
मर 8 
आकृति |.6 


4, 42 और ८४) दो समांतर रेखाएं हैं। एक तिर्यक रेखा / रेखा 48 को ,/ पर और रेखा 
८४) को # पर प्रतिच्छेद करती है। सिद्ध कीजिए कि अंतः कोणों के समह्विभाजक एक 
समांतरचत्‌र्भज बनाते हैं जिसका प्रत्येक कोण समकोण है। 

5. 5 48८ और 5 7077 में 48, ४८ क्रमश: /)77 और //7 के बराबर और समांतर हैं; 
दिखाइए कि 4(/ और /)/” समांतर और बराबर हैं। 
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8,4 आयत।; समचत्‌र्भज और वर्भ 
अब हम कछ विशेष प्रकार के समांतरचतुर्भजों अर्थात्‌ आयत, समचतुर्भज (0077075) और बर्ग का 
अध्ययन करेंगे। (आकृति ,7) 


() ही अर ः ध 





()) आयत . '(॥) समचतर्भज (!) वर्ग 
आकति .7 . “४ | 


आइए इनमें से प्रत्येक येक को एक विशेष गुणधर्म वाले समांतरचत्‌र्भज के रूप में परिभाषित करें 


परिभाषा : आयत : आयंत एक समातर चतुर्भुज होता है जिसका एक कोण समकोण है। 

आकृति .7 (0) में, 4४८70 एक आयत है, क्योंकि 4८५४) एक समांतर चत॒र्भज है और 
इसका एक कोण ८4 समूक्नीण है। 

क्योंकि 47) || 80, और रेखा 49 इन्हें 4 और # पर प्रतिच्छेवित करती है, इसलिए 
८4 + ८9 5580? , पर क्योंकि /.4 5 90" इसलिए /8 -- 907 इसी प्रकार हम दिखा सकते हैं, 
कि /८ 5 907 और /7)0 ८ 90?। अत 

८ ८ ८8 5८5 &( <£ ८/2 5८5 90९ 
अतः हमें निम्न उपप्रमेय प्राप्त होता है। 
आयत के चारों कोणों में वे प्रत्येक कोण एक समकोण होता है। 


परिभाषा : समचतुर्भुज: समचतुर्भुज एक समातरचतुर्भुज होता है, जिसकी क्रमागत भजाओं का एक 
युर्म बराबर हो। 


आकृति .7 () में, (२५ एक समचतुर्भुज है क्योंकि (27९५ एक समांतरचत्‌र्भज है और 
इसकी क्रमागत भजाएं (2 और /१५$ बराबर हैं। 
क्योंकि /(27९$ एक समांतर चतुर्भुज है, इसलिए /(2 ८ 22७ और ४2५ - (02 क्‍योंकि ये 
सम्मुख भजाओं के दो यग्म हैं। परन्त हमें ज्ञात है कि (2 +- /१९ 
#20 5 82४ ८ 20 5 2६ 


न सन 


समांतरचतर्भज 


इस प्रकार हमें निम्न उप-प्रमेय प्राप्त होता है: 
समचतुर्भुज की प्रत्येक भुजा एक सी लम्बाई की होती है; या 
समचतुर्भुज की चारों भुजाएं परस्पर बराबर होती हैं। 


परिभाषा : वर्ग : वर्ग एक आयत है जिसकी दो क्रमागत भुजाएं बराबर हों। 
' आकृति .7 (7) में, ##0प्र एक वर्ग है; क्योंकि [] 77700 एक आयत है और इसकी 
क्रमागत भुजाएं 7४7 और 707 बराबर हैं। 
आयत और समचतु्‌र्भज से प्राप्त परिणामों के अनुसार वर्ग 7767 में 
८8 ८ ८7८ ८65८ /म्र 5 90९ 
'और 277 5 #6 5 06प - प्र हे 
दूसरे शब्दों में, वर्ग का प्रत्येक कोण समकोण होता है और चारों भुजाओं में से प्रत्येक'एक सी 
लम्बाई की होती है। . ५ क्‍ 
, हम जानते हैं कि समांतरचतुर्भज के विकर्ण परस्पर समद्विभाजित करते हैं। यह कथन आयत, . 
समचतुर्भज और वर्ग के लिए भी सत्य है क्योंकि इन में से प्रत्येक समांतरचतुर्भुज है। निम्नलिखित प्रमेयों 
में हम इन विशेष समांतर॑चतुर्भजों के विकर्ण सम्बन्धी कुछ अतिरिक्त गुण धर्मों का कथन देंगे और उन्हें 


. सिद्ध करेंगे। ' 


प्रमेथ .3 : आयत के विकर्ण समान लम्बाई के होते हैं। 


दिया हैं: आयत 48८7 
4८ और 870, आयत 478८7 के विकर्ण हैं; (आकृति .8) 
0 ० 





हि आकृति .8 5 
सिद्ध करना है :.4(' - 870 ' 
उपपत्ति: क्योंकि 0] 49८7) एक आयत है, 
». 00 48८70 एक समांतरचतुर्भुज है और उस का एक कोण समकोण है। मान 
लीजिए ८4 5 907 ' ' 
अब ८4 + ८28 > 807 ' (क्रमागत अतः कोण, 4/0॥ 8८) 
» ८4 + ८85८5 907 
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अब त्रिभजों 487) और 8.4८ में, 





47 - 24 (उभयनिष्ठ) 
८4 - ८8 (प्रत्येक समकीण) 
47) 5 3८ ( |” की सम्मुख भुजाएं) 
5 4870 5 ५ ४4८ (भूजा-कोण-भुजा सर्वांगसम अभिगृहीत) 
अत: 9277 <- 40 
प्रमेथ [,4 : समचतभज के विकर्ण परस्पर लम्ब होते हैं। 
दिया है : समचतर्भज 478८7 द 
समचतभ॑ज 4८7) के विकर्ण 4८ और 570 परस्पर बिन्दु 0 पर प्रतिच्छेद करते हैं। 
(आऊति .9) छ € 
सिद्ध करना है : /<(08 -- 907 
; रा आकृति .9 
५ हे क्ति 
उपपोत्ति : वरयोकि 40(५४)0 एक समचत र्भज है 


9८7४) एक ऐसा समांतरचतर्भज है कि 


47 कफ. ज्कयट (परिभाषा से)... () 
वर्योकि समातरचतर्भज के विकर्ण परस्पर समद्विभाजित करते हैं, 
“. #0 5-5 00 और 4(2 5 0८ «<(2) 
अब 3 90(' और 3 770८ में, 
890 +- /90 (ऊपर (2) से) 
का कील ही ँ [ऊपर (]) से] 
(2८ < 0८ क्‍ (उभयनिष्ठ) 
68 2025 & 7000 (भुजा-भुजा-भुजा सर्वागसम प्रमेय) 
७ ८800- ८7002 
लेकिन ८800 + ८7002 ८ 80९ (रैखिक यग्म अभिगहीतत) 


'" ८20८ - ८700८ 5८ 90९ 
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उपप्रमेय : वर्ग के विकर्ण बराबर तथा परस्पर लम्ब होते हैं। 


उपपत्ति : विद्यार्थी के लिए अभ्यास के रूप में छोड़ दिया गया है। 
[संकेत : प्रमेय .5 और ,6 का प्रयोग कीजिए।] 


प्रमेय .5 (प्रमेय [.3 का विलोम) 8, 
यदि समातरचतुर्भज के विकर्ण बराबर हों, 
तो वह एक आयत होता है। 
दिया है: 428८7 एक समांतरचतुर्भुज है। 
जिसमें 4८ -- 87 (आकृति .20) 


(9 


सिद्ध करना है: |” 48८70 एक आयत है। 4 9 
उपपत्ति: .. त्रिभजों 49८ और 0८7 में, आम 
48 - 7८ ( ||४० की सम्मुख भुजाएं) 
80 - (7 (उभयनिष्ठ) 
और 4८ - 708 (दिया है) 
.. 08 426 ६ 8 58 70८7 (भू-भ-भ सर्वांगसम प्रमेय) 
» ८4790 + ८/28८ 
परन्तु ये तिर्यक रेखा 2८? और समांतर रेखाओं 48 और ८/0 द्वार बनाए एक ही ओर 
के अन्तः कोण हैं। 
“. ८479८ + ८70८४ ८ 80" 
अतः ८48८ ८ 90? 


[४० 42८70 एक आयत है। 
प्रमेथ .6 : यदि समातरचतुर्भुज के विकर्ण परस्पर 
लग्ब हों, तो वह एक समचत्‌ भेज होता है। 


दिया है : [] 48८7) एक समांतरचतुर्भुज है। 
और .4८' | 870 (आकृति .2] 





सिद्ध करना है: ||” 49८४0 एक समचतुर्भज है। 6 अ 
उपर्पत्त:. मान लीजिए .4८ और #7) बिन्दु 0 पर परस्पर प्रतिच्छेद करते हैं। 
5 (00 और + ८027 में, 
40+- (0८ ( ॥" के विकर्ण समद्विभाजित करते हैं) 


८40/0 5 (070 . (प्रत्येक समकोण) 
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(0 ++ 00 ' (उभयनिष्ठ) 
५ 4५ 400 < & ८00 (भु-को-भु स० अभिगृहीत) ' 
अतः: 470 5 ८7 


इसलिए ||”' 48८70 एक समचतुर्भुज है। 


उप-प्रमेय : यदि समांतर चतुर्भज के विकर्ण बराबर और लम्ब हों, तो वह एक वर्ग होता है। 


उपपत्ति : 


इसे विद्यार्थी के लिए अभ्यास के रूप में छोड़ दिया गया है। 
[संकेत : प्रमेय .5 और .6 का प्रयोग कीजिए।] 


प्रश्शावली .3 


. सिद्ध कीजिए कि आयत की भुजाओं के मध्य बिन्दुओं को मिलाने वाले रेखाखण्डों से एक 


समचत्र्भुज बनता है। 


, [).48८79 एक समचतुर्भज है और / (2 7९, $ क्रमश: 48 9८, ८५४), 724 के मध्य 


बिन्द हैं। सिद्ध कीजिए कि [0 27९५ एक आयत है। 


. एक चतुर्भुज 49८7) के विकर्ण परस्पर; लम्ब हैं। सिद्ध कीजए कि इसकी भुजाओं के 


मध्य बिन्दुओं को मिलाने वाले रेखाखण्डों से एक आयत बनता है। 


, सिद्ध कीजिए कि एक वर्ग की भुजाओं के मध्य बिन्दुओं को मिला कर बनाया गया 


चतुर्भुज एक वर्ग होता है। 

. निम्न लिखित आकृतियों में से, किन-किन के विकर्ण परस्पर समद्विभाजित करते हैं ? 
(क) समलम्ब (ख) समांतरचत्‌र्भज 
(ग) समचतर्भज (घ) आयत 


इनमें से किन-कित के विकर्ण परस्पर लम्ब होंगे? 
इनमें से किन-किन के विकर्ण परस्पर बराबर होंगे? 


.5 समांतर रेखाएं और त्रिभज 


समांतर चतुर्भुजों पर भिन्‍न-भिन्‍न प्रमेयों का प्रयोग कर, अब हम त्रिभुज के सम्बन्ध में कछ रोचक और 


उपयोगी परिणाम प्राप्त करेंगे। 


प्रमेय 4.7 ; तरिभुज की दो भुजाओं फ॑ मध्य बिन्दुओं को मिलाने वाला रेखाखण्ड तीसरी भुणा के 
समातर और लम्बाई में उसका आधा होता है। 


समांतर चतुर्भुज 


दिया है: 


सिद्ध करना है :(।) 70४ || 8८! और 


रे 


'. रचना : 


क्‍ उपपत्ति : 
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एक जिभुज 472८ में, 2), भजा 
42का मध्य बिन्दु है और # , भजा 
4८ का मध्य बिन्दु है। 05 को ! 
मिलाया गया है। (आकृति .22) 








डा “-“-#---० 


है ] 
| मल छ आकृति ॥ 22 थे 
रेखा खण्ड /08 को #' तक बढ्ाइए हि 
जिससे कि 777 चक्कर 
/#72' को मिलाइए। 
त्रिभज 477) और त्रिथशुज ८४४ में 
4 न ट्फ द (दिया है) 
ऋ2न्फाा! ं रचना) 
८42 5 ८८ (शीर्षाभिमुख कीण) 
5 477055 (फ़ाए ' (कीण-भूजा-कोण सर्वांगसम अभिगुहीत) 
। अतः 470 +- (7 '” (4) 
८4407 + ८टाक “* (2) 
अब (॥) से, 
470८ €फ्र क्‍ 
और 409 च्क्ा | (दिया है) 
"उा्ज्खटः 9... अल) 


फिर, क्योंकि /0/, 4/0 और #८ को /0 और # पर प्रतिच्छेदित करती है, और एकांतर 
अन्त: कोण ॥ 


८470 + ८८फ्फ ... ऊपर (2) से) 
"बा म्ट रो ... (4) 
परिणाम (3) और (4) से #/ 

[] 7८7४0एक समांतरचतुर्भुज है। | अं ) 
अतः 707 || 2८ और //7< 8८ ( |” की सम्मुख भुजाएं) 
परन्त 2) /£, #” सरेख है और 728 - खप7 (रचना) 


.. 08 || #८ और 778 5८ तर छ८ 


॥ 
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प्रमेय .8 (प्रसेथ .7 का विलोम) 


त्रिभज की एक धर . *. , में, एक अन्य भजा 
के यमातर थी वी 4५४ रंझ।, तीसरी भजां को उसके 
मध्य बिन्द पर प्रतिच्छेदित करती है। 


दिया है : 


सिद्ध करना है 
उपपत्ति : 


. आकृति .24 में, समबाह त्रिभुज 478८: में 
7) # और # क्रमशः भुजाओं 2८, (4 और 
4# के मध्य बिन्दु हैं। सिद्ध कीजिए कि 
4 7)/४7 भी एक समबाह्‌ त्रिभुज है। 


त्रिभुज 4.८ में, /2 भुजा 48 का मध्य 
बिन्द है। /2 से 9८ के समांतर खींची 
गई रेखा त्रिभुज की भजा 4८! को बिन्दु 

न दे 8 आकृति ].23 ( 
£ पर प्रतिच्छेदित करती है (आकृति .23)। 32 





:/2, 40 का मध्य बिन्दु है। 


हम अप्रत्यक्ष विधि से इस प्रमेय को सिद्ध करेंगे । 
मान लीजिए # भुजा 4८ का मध्य बिन्दु नहीं है, और मान लीजिए कि £' भुजा 4८ 
का मध्य बिन्दु है। 

अब त्रिभुज 49८ में, /2 49 का मध्य बिन्दु है, और ४ ,4८' का मध्य बिन्दु है, 

'. 77" || 8८ (]) 
परंत 707 || #८' दिया है (2) 
(]) और (2) से स्पष्ट है, कि दो प्रतिच्छेदी रेखाएँ ।)8 और ।0/:” दोनों रेखा 8८? के 
समांतर हैं। 
पर यह तो अंतर्विरोध है। (समांतर अभिगहीत) 
इस प्रकार हमारी कल्पना गलत है। 
अतः ७४ +- £( 
अर्थात # 4८' का मध्य बिन्दु है। 


प्रश्तावली .4 





आकृति ].24 


समातरचतुर्भज 


4 


सिद्ध कीजिए कि किसी चतुर्भज की क्रमागत 
भुजाओं के युग्मों के मध्य-बिन्दुओं को मिलाने 
वाले रेखा खण्डों से बना चत्‌र्भज (आकृति 
.25) एक समांतरचतुर्भज होता है। 


. & 49८ का ८8 समकोण है और / भुजा 


4८ का मध्य बिन्दु है। सिद्ध कीजिए कि 
78- 24 ++ 7: 4८ 


[संकेत : 2 से होती हुई 8८ के समांतर एक 
रेखा खींचिए, जो 4#9 को (2 पर मिलती हो।] 


. सिद्ध कीजिए कि त्रिभुज की भजाओं के मध्य 


बिन्दुओं को मिलाने वाले रेखा खण्डों से जो 
चार त्रिभुज बनते हैं, वे परस्पर सर्वांगसम होते 
हैं। 


, आकृति .26 में, 8 .498८ में, 49 -- .4८7। 


बिन्दु /0, £ #' क्रमश: भुजाओं 9८, 48 और 
40८ के मध्य बिन्द हैं। सिद्ध कीजिए कि रेखा 
खण्ड |), रेखा खण्ड 7० पर लम्ब है और 
इसको समद्ठिभाजित करता है। 


, आकृति .27 में, 48८70 एक समांतर- 


चतुर्भुज है। £ और #' क्रमशः भुजाओं 478 
और ८४) के मध्य बिन्द हैं। सिद्ध कीजिए कि 
रेखा खण्ड 4/ और ८४, विकर्ण 870 को तीन 
बराबर भागों में विभाजित करते हैं। 


4.6 अंतःखण्ड 
परिभाषा : यदि एक समतल में दो रेखाएं! और #, (समांतर अथवा प्रतिच्छेदी) दी हुईं हों, और यदि 
एक तीसरी रेखा# उन्हें भिन्‍न बिन्दुओं # और (2 पर प्रतिच्छेदित करती हों, तो रेखाखण्ड/?(2 को, दी 
हुई रेखाओं द्वारा इस (तीसरी रेखा) पर बनाया गया भंतःखण्ड कहते हैं (आकृति .28/। 
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आकृति .25 


4 
री 
छ 0 ( 


आकृति ],26 


प >- 
श्श् 
8 ( 


आकृति .27 
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आकृति .28 


आपको निम्नलिखित परिणाम तो याद होगा, जिसे पहले सिद्ध किया जा चुका है। 
त्रिभूज की एक भुजा के मध्य बिन्दु पे एक अन्य भजा के समातर खींची गई रेखा, तीसरी भूजा का 


उसके मध्य बिन्दु पर प्रतिच्छेद करती है। 


आकृति .29 में, मान लीजिए 2), भुजा 47 
का मध्य बिन्दु है और 70४ || 80 है। तो प्रमेय के 
अनुसार .4#' 55 #८'। मान लीजिए, .4 से होती हुई 
32८ के समांतर रेखा 4.४ खींची गई है। 45, 707 
और ४८ तीन समांतर रेखाएं हैं। ये रेखाएं, 498 पर 
अंतः खण्ड 470 और 2098 बनाती हैं और .4८' पर 
अंत: खण्ड 477 और 7८! बनाती हैं। अतः प्रमेय के 
अनुसार यदि 470 -- 708 तो 45 ८ #८'। हम एक 
और अधिक व्यापक आकृति पर विचार कर सकते 
हैं। (आकृति .30)। 

क्या अब भी हम यह कह सकते हैं कि यदि 
44) +; 708 तो 427 55 ४(!। सम्भवत:, हां। हम 
अगले प्रमेय में, इस तथ्य का कथन देंगे और उसे सिद्ध 
करेंगे। 





रद .30 


प्रभेथ 8,9 ; यदि तीन समातर रेखाएं हों और उनके क्षरा, एक तिर्यक रेखा पर बनाए गये अंतःखण्ड 
बराबर हों, तो किसी अन्य तिर्यक रेखा पर उनके द्वारा बनाये गए अंत:खण्ड भी बराबर होंगे। 


दिया हैं ॥॥॥ # तीन समांतर रेखाएं है। ७ एक 


तिर्यक रेखा हे जो (, ॥7, #/ क्रो क्रभमराः बिन्दुओं 


हे /“॥ लिन वय जद (किन द्त फ्क & पर [0 ् ग 
४, 2, 2 पर प्रति्ोदित करती ६ और 8 5 8 


समांतरचतुर्भज 24] 


4 एक अन्य तिर्यक रेखा है जो ॥ #, # की क्रमशः बिन्दुओं 7), #, #” पर प्रतिच्छेदित 
करती है (आकृति .3)। 





आकृति ].3] 
सिद्ध करना है : 08 - /फ' | 
रचना : बिन्द /: से, रेखा /? के समांतर एक रेखा खींचिए जो । और # को क्रमश: 6 और प्र पर 
प्रतिच्छेदित करे (आकृति .3])। 
उपपत्ति:.. क्योंकि 40 || £४ (दिया है) 
और 67 | 479 (रचना) 
“» ]467% समांतरचतुर्भज है। . () 
इसी प्रकार [] 97फ्2 समांतर चतर्भज है। ... (2) 
(]) और (2) से ' 
677 - 429 ( ||!" की सम्मुख भुजाएं) 
सा 5 2८ (॥" की सम्मूख भुजाएं) 
परन्तु 48 - 8८ (दिया है) 
" छ्पा्च्फ्फ्ा ... (3) 
अब त्रिभुज 6770 और त्रिभुज प्रा7/ में, 
(6% > पट (ऊपर (3) से) 
८तात्री >> (पद (शीर्षाभिमुख कोण) 
८207 >+ ८यपा& (एकांतर अंतःकोण, 670 | 77) 
४ आज 2 आस ०228 (कोण भजा कोण सवांगसभ प्रमेय ) 


अत: 26 + #४ 
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प्रश्नावली .5 


. आकृति .32 में, समलम्ब .48८7) में 4४ | /0८' और बिन्दु # भुजा .4/2 का मध्य 
बिन्दु है। £ से होती हुई 48 के समांतर खींची गई रेखा, 8८' को »' पर मिलती है 
(आकृति .32)। सिद्ध कीजिए कि #' भुजा 8८ का मध्य बिन्द है। 


2, 4, 2 दो बिन्द, रेखा / के एक ही ओर स्थित हैं। 4/0 ! /और ४8/ | / / को क्रमश: 
/0 और # में मिलते हैं। ८! 4४ का मध्य बिन्दु है (आकृति .33)। सिद्ध कीजिए कि 
(/2 ८ (7? 


ज-+>े 


6 5 | [) | न 


आकृति ]].32 आकृति ॥.33 


3, समलम्ब 478८५) में, असमांतर भुजाओं 72 और #8(' के मध्य बन्द क्रमशः // और 
/ हैं (आकृति [.34)। सिद्ध कीजिए कि 
| 


(क) ## | 48 और (ख) ##- -- (४8+ ८५४) 


[संकेत : (क) के लिए अप्रत्यक्ष विधि का प्रयोग कीजिए और (ख) के लिए % 4४0 
और ५ ८४08 को लीजिए। ] 


आवान || जय 
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4. & 475८ में, शीर्ष 4 से खींची गई रेखा ,4/0 माध्यिका है, और #, .470 का मध्य बिन्द्‌ 
है। 8८ को बढ़ाने पर, यह 4८? को #'परमिलती है (आकृति .35)। सिद्ध कीजिए कि 


] 
कल न 
4 व्र॒ 4८ 


आकृति व.35 


5. त्रिभुज 4४8८ में, भुजा 48 को बिन्द ॥/ और /(, तीन बराबर भागों में बांटते हैं। दोनों 
रेखाखण्ड ॥/(९ और /४८ भुजा 8८ के समांतर हैं और 4८! को क्रमशः /? और (2 पर 
मिलते हैं। सिद्ध कीजिए कि £ (2, भुजा .4८/ को तीन बराबर भागों में बांटते हैं। 

6. दिखलाइए कि चत्‌र्भज की सम्मुख भजाओं के मध्य बिन्दुओं के मिलाने वाले रेखाखण्ड, 
परस्पर समद्विभाजित करते हैं। 

[संकेत ; यह दिखाइए कि ये समांत्रचत॒र्भुज के विकर्ण हैं।] 


अध्याय 42 
बिन्द्पध और संगामी प्रमेय 


2.! बिन्दपभ 


बिन्द्पध (]0208) बिन्दुओं का एक समच्चय होता है। 
आइए हम बिन्द्पथ से संबंधित कुछ उदाहरण लें : 
(!) मान लीजिए कि समतल में, 0एक बिन्दु है और । 
एक धन वास्तविक संख्या है। समतल के वे सभी 
बिन्दु जो 0 से दूरी । पर हैं, एक बिन्द्पथ बनाते 
हैं। यहाँ बिन्द्पथ एक वृत्त है, जिसका केन्द्र 0 
और त्रिज्या  है। (आकृति 2.) 


ही । 


आकृति 2,] 


(2) दोसमांतर रेखाएं /और 7 लीजिए। ऐसे सभी बिन्दओं की कल्पना कीजिए जो /और शा से. 
समद्रस्थ (७(४0[24॥) हों। यह एक रेखा ॥ है जो / और ॥ दोनों के समांतर है और उन 








के मध्य में स्थित है (आकृति 2,2)। 
५ ? पा 
ँदी-+७4+---ननीननीीनीीनीतीीीीी न क्‍खचखक  ख ख खरे ईुई---+औई8पहजफहफण/ण+ पाप पहप+ै 
। 
प्रा | 
2७७७७" असल पअर कलर जी नील “ड-ह जन अल ली आह कट पर कस 
आकृति 2.2 आकृति 2.3 


(3) मान लीजिए / एक रेखा है और ८ एक धन वास्तविक संख्या है। ऐसे सभी बिन्द॒ओं की 
कल्पना कीजिए जो / से दूरी ४ पर स्थित हों। यहां हमें दो रेखाएँ 7 और ॥ प्राप्त होती हैं जिन 
में से प्रत्येक /के समांतर है, और / से दूरी 4पर स्थित है। इन दोनों रेखाओं को एक साथ लेने 
पर अभी८्ट बिन्दुपथ प्राप्त होता है। (आकृति 2,3) 
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उदाहरणों को देखने से यह पता चलता है कि प्रत्येक उदाहरण में बिन्दु एक दिए हुए प्रतिबच्ध को 
संतुष्ट करते हैं और प्रत्येक में हमें एक बिन्दु पथ प्राप्त होता है। अब हम इस संकल्पना को औपचारिक 
रूप से परिभाषित कर सकते हैं। 


परिभाषा : बिन्दुपथ ऐसे सभी बिन्दुओं का समुच्चय होता है जो कुछ दिए हुए प्रतिबन्धों को संतुष्ट 
करते हैं। 

इस परिभाषा को देखने से पता चलता है कि इसमें निम्नलिखित दो पूरक विचारों का समावेश है : 

(0) दिए हुए प्रतिबन्धों को संतृष्ट करने वाला प्रत्येक बिन्द बिन्द्पथ का एक बिन्दु है, और 

(॥) बिन्दुपथ का प्रत्येक बिन्दु दिये हुए प्रतिबन्धों को संलृष्ट करता है। 

इस प्रकार हम किसी बिन्दुपध और उसको निर्धारित करने धाले प्रतिबन्धों को अभिन्‍न समझ 

'कते हैं। एक से दूसरे का आभास होता है। 

क्योंकि विन्दुपथ एक समुच्चय होता है, इसलिए संभवत्तः दो बिन्दपथों के सम्मिलन या उनके 
सर्वनिष्ठ से हम एक नया बिन्दुपथ प्राप्त कर सकते हैं। यदि $, और &; दो बिन्द्पथ हों, तो 5 (/ &; 
और &, /) 5: भी संभाव्य (नए) बिन्द्पथ होंगे। 

अब हम दो महत्वपूर्ण बिन्दु पथों पर विचार करेंगे। इनका महत्व इसलिए है क्योंकि इनका प्रयोग 
दुसरे प्रमेयों को सिद्ध करने या ज्यामितीय रचनाओं में किया जाता है। 


2,2 दिये हुए दो बिन्दओं से सम-द्रस्थ बिन्द्‌ 


मान लीजिए .4 और # दो बिन्दु दिये हैं। आइए अब हम उस बिन्दु ? के बिन्दुपथ पर विचार करें जो 
प्रतिबन्ध 47 -- 87? को सन्तृष्ट करता हो। 

यदि 30, रेखा खण्ड १9 का मध्य बिन्दु है तब 
872 5 /08 और इस लिए 2, अभीष्ट बिन्दु पथ का हे 
एक सदस्य है। मान लीजिए 70 से भिन्‍न /?एक अन्य 
ऐसा बिन्द है, जिससे कि 47 - 780 है। 

हम देखते हैं कि यदि ॥29 को मिला दें तो 47? 
आर 79% वो निभजों 4709 और #%970/की भुजाएं हैं। 
(आकृति 2.4) हम इन त्रिभुजों के बारे क्या कह सकते 
हैं? हम देखते हैं कि भुजा-भुजा-भुजा सर्वांगसम प्रमेय 
के आधार पर & 4707 5६ & 87070, और इस 
प्रकार ८4797 -: “2/27। अब यह दिखाना सरल है 
कि ८4777? 55 90" या 42 .[ 49 है। अतः 770, 
रेखा खण्ड 48 का जम्ब-समद्विभाजक है। इस रेखा आकृति [2.4 


/ि ढ। छ 
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को /मान लीजिए। क्योंकि ?कोई भी बिन्दु है, जो 4 और 8. से सम-द्रस्थ है, अतः अभीष्ट 
बिन्दपथ / में आविष्ट है। 

प्रश्न होता है कि कया / में ऐसे बिन्द भी हैं जो 4 और # से सम-द्रस्थ नहीं हैं। हम इसे कैसे 
सुनिश्चित करेंगे? रेखा / पर कोई बिन्दु 2? लीजिए, और जांच कीजिए कि .4(0 ८ 8(0। यदि यह 
संतुष्ट होता हो तो हम लिख सकते हैं : 

[- [?: 472 - 5970) 

जहां ॥ 49 का लम्ब-समद्विभाजक है। 

उपरोक्त चर्चा के आधार पर हम निम्नलिखित प्रमेय को कथन देकर सिद्ध करेंगे। 


प्रमेय 2.] : उस बिन्द का बिन्द पथ जो दो दिये हुए बिन्दुओं ते सम-द्रस्थ हो, इन दो बिन्दओं को 
मिलाने वाले रेखा खण्ड का लग्ब-समद्विभाजक होता है। 


(भाग ]) 


विया है: 4 और # दो बिन्दु दिए हुए हैं। इसी समतल 
में 7 एक ऐसा बिन्दु है कि 
94 ८ 79% है। 
सिद्ध करना है : बिन्द्‌ 2, 48 के लम्ब-समद्विभाजक / पर 
स्थित है। 
रचना : 479 को मिलाइए। 
49 का मध्य बिन्दु ॥/ ज्ञात कीजिए। 
24 और ४8 को मिलाइए। (आकृति 2,5) 
उपपकत्ति: यदि # ४४ से अभिन्‍न हो, तो 
406 <- (8 (रचना) 
या 47 - 87 
7 49 के समद्रिभाजक पर स्थित है।.....() 
यदि, / ॥४ से भिन्‍न हो, तो 
3 4047 और 3 90४7 में 
408 < 804 (रचना) 
४7०? - 247 (उभयनिष्ठ) 
467 -- की? (दिया है) 
». 80 40॥?2 5 6 9087 (भुजा-भुजा-भजा सर्वागसम प्रम्ेय) .. 
विशेष रूप से, 
८ 55 ८8007 





ग् 


आकृति 2.5 
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(भाग ) 
दिया है: 


सिद्ध करना है : 
उपपत्ति ; 


परन्तु “4007 + ८9047 ८ 80० 

“. ८.470४7 ८ /80॥7 -- 90० 

या 7५४ | 479 

क्योंकि 04, 48 का मध्य बिन्दु है, 

“. 204 49 का लम्ब समद्विभाजक (( ) होगा या /// और रेखा / समान होंगे 
“ 2 (पर स्थित है। 









दो बिन्द्‌ 4 और # हैं। रेखा /, 48 का 2 
समद्विभाजक है, जो इसे बिन्दु ॥४ पर 
समद्विभाजित करती है। 

(?रेखा पर कोई बिन्दु है। 47?और 80 को 
मिलाया गया है (आकृति 2.6)। 


मर 
662 7 80 आकृति 2.6 
यदि (2, ४४ के साथ संपाती हो, तो 

404 -- 908 (दिया है) 
या .4(0 5 80 
यदि (20, 2४ से भिन्‍न हो, तो 
404 ६ 80/ (दिया है) 
04९9 + )4५0 (उभयनिष्ठ 
८.404/0 5 ८8040 (प्रत्येक समकोण) 

5 42/0 5: & 80/५0 (भुजा-कोण-भूजा स० अ०) 

5 4040 और 5 700 में, 
विशेष रूप से, 
405८ 80 


उदाहरण ॥2.: 4 7४८, & (१8८और 3 7782. एक ही आधार 9८'पर तीन समद्विवाह्‌ तिभुज 


हैं। दिखाइए कि 
दिया है : 


/ (2 और +₹ सरेख हैं। 
3/29८, & (४2और & 728८ ऐसे हैं कि 
29<-- 72८, (087 0०५, 8 - 7८ 


(आकृति 2.7) 


248 गणित 


सिद्ध करना है : 7१, (0, 7? सरेख हैं। 
हल: 


(विश्लेषण : यह दिखाने के लिए कि £, 0 और 7? सरेख हैं, 
हमें एक ऐसी रेखा मालूम करनी है, जिस पर ये तीनों बिन्दु 
स्थित हों या जिससे यह पता चले कि #९ रेखा 7१८2 पर स्थित है। 
हम जानते हैं, कि & 7४८१ समद्विबाह त्रिभुज है और 
779 - 7?८'है। क्या आप ऐसी रेखा सोच सकते हैं जिस पर 7? & 
स्थित है। हां, ऐसी रेखा, रेखा खण्ड 9८'का लम्ब-समद्विभाजक 
है।) 
उपपत्ति: क्योंकि & /9८ समद्विबाह त्रिभुज है <> है) 

' #98-#८ 

हम जानते हैं कि उस बिन्दु का बिन्द पथ, जो 

9 और (८! से बराबर दूरी पर है, 8८' का आकृति ]2.7 

लम्ब-समद्विभाजक होता है। मान लीजिए 

यह रेखा / है। 

'. 7 ।पर स्थित है। ... () 

इसी प्रकार (), /पर स्थित है ... (2) 

और [१, / पर स्थित है .. (3) 

(), (2) और (3) से 

7, (0, 7? संरेख हैं। 





प्रश्यावली |2. 


बच 0 9 और » (४८ एक ही आधार #('पर एक ही ओर दो समद्विवाह त्रिभुज हैं (आकृति 
2.8)। दिल्लाइए किरेखा /१() रेखाखण्ड 8८'को समद्विभाजित करती है और उस पर लम्य है। 
> 4 शछएगोर ७ (#ट'एक ही आधार पर विपरीत दिशा में दो समद्विजाए त्रिभुज हैं। (आकृति 
2.०)| दिखाइए कि रेदा ; (५, रेखा खण्ड 8९" का लम्ब समद्रिज्षाजक है। 
3, सिद्ध कीजिए कि उन वृत्तो के केस्ड्री का बिन्दु पथ, जो मिल्‍्दुओं 4 और 8 से होकर जाते हैं, रेखा 
खण्ड ,48 का लम्य-समद्िभाजक है। 
4, सिद्ध कीजिए कि यदि किसी चतुर्भुज के विकर्ण पररगर सम्वि भाजित करते हों और परस्पर लम्ब 
हों, तो वह चत्‌र्भज समवतुभज होगा। 
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न 
2५ 
5 
9. ( 
हर (2 


आकृति 2.8 आकृति ]2.9 


[संकेत : यदि .490८72चत्र्भज है, और इस के विकर्ण 4! और 8970 प्ररस्पर लम्ब हों और परस्पर 
समद्विभाजित करते हों, तो क्योंकि .4, 70 के लम्ब-समद्विभाजक पर है, अतः 4४8 -- 470। 
इसी प्रकार, 84 -- #(१ इत्यादि।] 

. उन बिन्दुओं का बिन्दुपथ क्या होगा जो दीन असरेख बिन्दुओं .4, 9 और ८'से समान दूरी पर हों? 
अपने उत्तर की पुष्टि कीजिए। 

, यदि तीन भिन्‍न बिन्दु एक रेखा पर स्थित हों, तो उन बिन्दुओं का बिन्द्पथ क्या होगा जो इन 
बिन्दुओं से समान दूरी पर हों? 

, रिखाखण्य #7का गम्य समद्विभाजक है और बिन्दु एऐे, 

रेखा / के उम्र थोर है जिस ओर बिन्दु !? है रेखा खण्ड 


7९९, रेखा / को बिन्द ऋपर काटता है 
(आख्ति 42.0) सिख कीजिए कि [ज्टी का 
छः + ए2 ८ (7 
न्‍ -+-२- 





(२ आकृति 2.0 
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2.3 दो प्रतिच्छेदी रेखाओं से समद्रस्थ बिन्द्‌ 


मान लीजिए रेखाएं / और ॥), बिन्दु 2 पर 
प्रतिच्छेद करती हैं (आकृति 2.)। हमें उन 
बिन्दुओं का बिन्द्‌ पथ मालूम करना है जो / और 
70 से समान दूरी पर हों। परिभाषा के अनुसार यदि 
बिन्दु? रेखा पर न हो, तो /? से । पर डाले गए लम्ब 
रेखा खण्ड की लम्बाई ही, / से / की दूरी होती है। 
और यदि / /पर हो तो /से 7 की द्री शून्य होती 
है। 

मान लीजिए, । से ? की दूरी ८ ए से / की 
दूरी -- ८ है। यदि ८ 5८: 0, तो /2 ।॥ पर है और #! 
पर भी। इसलिए / बिन्द 2 से अभिन्‍न है। यदि 
4># 0, तो / न तो / पर है और न ही कर पर। 
इसलिए 7१ / और 9 द्वारा बनाये गए चारों कोणों 
में से किसी एक के अंतर्गत स्थित है। यदि 
70४ | /और 7?५४ । एा,तो 72/ 5 7४ 55 4। 
त्रिभज हैं? यह सिद्ध करना सरल होगा कि 


् 


ब््् 





आकृति 2.] 


आपके विचार में त्रिभूज 27:॥// और 0/ कैसे 
5 070/ 5 & ०7/५४, जिससे कि 


८700 + ८70 इससे ज्ञात होता है कि यदि / /॥/00 के अन्तर्गत स्थित है तब 07 


///00 को समद्विभाजित करता है या 2? 


८४/0/५ के समद्विभाजक पर स्थित है। 


इसी प्रकार ? अन्य तीनों कोणों के समद्विभाजकों पर स्थित होगा और इन चार कोणों के 
समद्विभाजकों से दो रेखाएं बनती हैं। मान लीजिए ये # और ६ हैं, इस प्रकार 7, 9 ५/ 4 का एक बिन्दु 


होगा। 


तब हम कहेंगे कि समुच्चय 9 (/ ६ ही बिन्दु ?? का बिन्दु पथ है, जबकि # (/ 4 में कोई ऐसा 
बिन; न हो, जो / और # से समान दूरी पर न हो। इसके लिए, हम / (/ ६ पर कोई बिन्द (2 ले सकते हैं 
और यह दिखा सकते हैं कि यह / और # से समद्रस्थ है। 

उपरोकत चर्चा को ध्यान में रखते हुए, हम अगले प्रमेय को कथन देकर सिद्ध करेंगे। 


प्रमेय 2,2 : उस बिन्दु का बिन्दु पथ जो दी हई दो प्रतिच्छेदी रेखाओं से सम दरस्थ हो, इन रेखाओं से 
बने कोणों को समद्रिभाजित करने वाला रेखा-यरम होता है। 


(भाग [) 
दिया है : 


दो रेखाएँ 489 और ८00 जो बिन्द्‌ 0 पर प्रतिच्छेद करती हैं और इस प्रकार ये चार कोण, 
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“८04, ८8०2, ८407 तथा ८८0४ बनाती हैं। 

2८25४ और ४४१ दो रेखाएं हैं जो इन कोणों को समद्विभाजित करती हैं। 

इस समतल में # एक ऐसा बिन्दु है कि ///. 489 और 7४ । ८7) तब 
770 - 7४ (आकृति 2.2)। 


हि 
/&. 
पे. ]) 
व 5़ 
४ ९ 
श जा 
हा 
(ः ह 4 0४६. 3 


आकृति 2.2 


सिद्ध करना है: ! (४0४) / (”'29) का एक बिन्द है। 


रचना : 
उप्पीत्ति : 


2 55० ते 


07 को मिलाइए। 

मान लीजिए बिन्दु !! “800 के अंतर्गत इस प्रकार है कि ॥ | 48, 7४ । ८7 
और /॥/ - ४ 

समकोण त्रिभजों 0200/ और 0/% में, 


070 - 07 (उभयनिष्ठ) 

/)/ ८ 7५ (दिया है) 

8 0/0/ 55 ५ 07५ (समकोण-कर्ण-भुजा सर्वांगसम प्रमेय) 
“ ८22४४ ८ ८0०५ 


या 2? /॥/20' के समद्विभाजक 29 पर है। 


. अत: 2 ४0४ / ४2५ पर है। 


इसी प्रकार यदि ? अन्य तीन कोणों के अन्तर्गत स्थित है तो ।/। (४0४) (५ (४7५) 
पर होगा और 0. रेखाओं 49 और ८५) का एकमात्र प्रतिच्छेदी बिन्दु है, जो इन दोनों 
रेखाओं से समद्रस्थ है, और निश्चय ही 0 समुच्चय ४27 ५) #'07पर है। अतः 


' सब दशाओं में |? "0४ (५, #४४पर है। 


हक 


(भाग ]) 
दिया है : 


सिद्ध करना हैः 
उपरपत्ति : 


गणित 


दो रेखाएं 49 और ८५) परस्पर बिन्दु 0 पर प्रतिच्छेद करती हैं और इनसे चार कोण 
८204, ८4070, “7009 और ८800 बनते हैं। 

४2४ और ४27 दो रेखाएं हैं जो इन चारों कोणों को समद्विभाजित करती हैं। 
7 2४ (४ 729 का एक बिन्दु है तथा // । 42 और 7४ । ८7 है। 


(आकृति 2.]3) 


थै ९ ॥2 
धं 


ही 
66, 
कर ट ध््यह, छः 
के 
9 4 र 


0 द ध 
आकृति 2.3 

20/ - ४ 

यदि / और 0 भिन्‍न हों, तो त्रिभुजों 020 और 0/ में, 
'07- 07 (उभयनिष्ठ) 

८700/ ८ ८7०2५ (दिया है) 

८0॥/2 - ८097 (प्रत्येक समकोण) 

« 8 070/5 8 07५ (कोण-कोण-भुजा सर्वांगसम प्रमेय) 
“ 24 - (५ | 


उदाहरण 2.2 : चतुर्भन 49८४0 के कोण “8 और ८८ के 
समद्विभाजक, बिन्द / पर मिलते हैं। दिखाइए कि £? सम्मुख 


भुजाओं 49 और ८४ से समद्रस्थ हैं। 
हल : 
वियाहै: एक चतुर्भुज 49८70। ८8 और ८८ के समद्विभाजक 





बिन्द / पर मिलते हैं। 
77४ । 478 और //४ । ८2 (आकृति 2.4) आकृति 2.4 


बिन्द्पथ और संगामी प्रमेय #/5 8. 


सिद्ध करना है : 7४ -- 7५ 


रचना : 


उपर्पत्ति : 


[विश्लेषण : हमें दिखाना है कि /20/ -- /१५। क्योंकि /? /9 के समद्विभाजक पर है 
इसलिए £ 48 और 2८ से समद्रस्थ है। इससे यह पता चलता है कि हम्म 
/7, । #८ खींचे। अब 76 - 70४, यदि /१॥/ ८ //, और 7४ ८ /4.। इसे हम 
दिखा सकते हैं।] 

2, | 9८' खींचिए। 

» 2) ८2 के समद्विभाजक पर है, 


५ 708 ८ 7, ० (| 
. 2 “८ के समद्विभाजक पर है, 

“ 7, -- ० 
() और (2) से 

7.४ - 7५ 


प्रश्नावली 2.2 


. & 4892८ में, 24 का समद्विभाजक 420. भुजा 8८ को < पर प्रतिच्छेदित करता है। 


27, । 48 और 20४ ै. .4८खींचे गए हैं (आकृति 2,5)। क्‍या 27, < 202 क्यों 


अथवा क्‍यों नहीं? 
है 
री 
? 
फ़ि 
८ कर तार 
;ै च"रछठ 
५ (_ 
आकृति 2.]5 आकृति 2.6 


2 ८2.4८ दिया है और एक रेखा, कोण ८22 ८ की भजाओं .<,.४ और 4८ को क्रम 


प्रन्दओं (2 और / पर प्रतिच्छेदित करती है (आकृति 2.6) | रेखाखण्ड /(2 पर एक 
ऐसा बिन्दु जो 49 और 4८ से समदरस्थ हो, कैसे ज्ञात करोगे? 


क्या एसा क्रा५ बिः नए चृबव प्राप्त कर सकते हो? 
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3. मानलीजिए ८94८ दिया हुआ हो (आकृति 2.7), तो उस बिन्दु का बिन्दपथ ज्ञात 
कीजिए जो /8/८ के अंतर्गत हो और रेखाओं 49 और,4८ से समदूरस्थ हो। 


नर 


5&---> 





आकृति 2.7 
<.4 संगामी प्रमेय 
« एक त्रिभुज से सम्बद्ध हम निम्तलिखित, दो रेखाखण्ड और ले रहे हैं। 


रिभाषा | : त्रिभूज के किसी शीर्ष और सम्मूख भूजा के मध्य बिन्दु को मिलाने वाले रेखा खण्ड को 
त्रिभुज की एक माध्यिका (007/%7) कहते हैं। 
रिभाषा 2: उस रेखा खण्ड को, जो त्रिभूज के किसी शीर्ष से, तम्मूख भुजा को अंतर्विष्ट करने वाली 
था पर लम्ब हो, त्रिभुज का एक शीर्ष-लम्ब (॥[0706) कहते हैं। 
तीन या तीन से अधिक रेखाओं को संग्रामी (/०॥००77८7) कहते हैं यदि वे सभी किसी एक बिन्द से 
होकर जाती है। और उस दशा में, उन के सर्वनिष्ठ बिन्दु को रेखाओं का संगरामी बिन्द कहते हैं। 
(आकृति 2.8| 


] ॥ 


आकृति 2.8 
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त्रिभुज एक ऐसी आकृति है जिसमें तीन भुजाएं और तीन कोण होते हैं। त्रिभूज के प्रत्येक कोण का 
एक समद्ठविभाजक होता है। इस प्रकार त्रिभूज के तीन कोण समद्विभाजक होते हैं। यह एक रोचक 
तथ्य है कि त्रिभुज के तीनों कोण-समद्विभाजक संगामी होते हैं, अर्थात्‌ एक सर्वनिष्ठ बिन्दु से होकर 
जाते हैं। हम इस तथ्य को प्रमेय के रूप में कथन देकर सिद्ध करेंगे। 

इसी प्रकार हम दिखाएंगे कि () त्रिभुज की भूजाओं के लम्ब-समद्विभाजक, (॥) त्रिभुज की 
माध्यिकाएं और (7) त्रिभुज के शीर्षलम्ब भी संगामी होते हैं। 

प्रत्येक दशा में, संगामी बिन्दु का ज्यामिति में एक अपना महत्वपूर्ण स्थान है। यही कारण है कि, 
प्रत्येक संगामी बिन्दु को विशेष नाम दिया गया है। 


आगे, हम 
विचार करेंगे। 


इन चार प्रमेयों को कथन देकर सिद्ध करेंगे और उन से सम्बद्ध अन्य संकल्पनाओं पर 


प्रमेष 2.3 : त्रिभुज के कोण समद्विभाजक एक 


ही बिन्दु से होकर जाते हैं। 


दिया है : 


सिद्ध करना है : 
रचना : 


उपपत्ति : 


5 47८ में 

८2 और ८८ के समद्विभाजक 

बिन्दु । पर प्रतिच्छेद करते हैं। 

47 को मिलाया गया है। 
(आकृति 2.9) 

7, ८4 को समद्विभाजित करता है। 
770 । 2८. 77 । 4८! और 

॥77 । 24 खींचिए। 

/' ॥, /9 के समद्विभाजक पर स्थित है, 
- ॥/)2 -+- 7 ५९ () ह 
» 7, 2८ के समद्विभाजक पर स्थित है। 

५ अग बल “* (2) 
() और (2) से 

फजया? 

या ॥, .48 और 4८ से सम दूरस्थ है 

.. 47, ८4 को समद्विभाजित करता है। 





आकृति 2.9 


परिभाषा : त्रिभुज के कोण-समद्विभाजकों के संगामी बिन्द्‌ को त्रिभुज का अन्तः केन्द्र (॥00॥06) 


कहते हैं। 


256 गणित 


टिप्पणी : त्रिभुज का अन्त: केन्द्र ज्ञात करने के लिए, उसके दो कोणों के समद्विभाजकों का प्रतिच्छेद 
बिन्दु ज्ञात करना पर्याप्त होगा, क्योंकि उपरोक्त प्रमेप के आधार पर, तीसरा कोण समद्वि भाजक भी इस 
बिन्दु में से ही होकर जाएगा। 

प्रमेय [2.3 की आकृति को-देखने पर आप पाते हैं कि बिन्दु , निभुज की भुजाओं से समदूरस्थ है। 
केन्द्र / और त्रिज्या ॥70 वाला वत्त, 72, £ और #'से होकर जाएगा। 


प्रमेथ 2,4 : त्रिभुज की भजाओं के लम्ब-समद्रिभाजक एक ही बिन्द्‌ से होकर जाते हैं। 


दिया है : 5 422८ में, भुजाओं 49 और ,4८' के लम्ब-समद्विभाजक बिन्दु 0 पर प्रतिच्छेद 
करते हैं और 270 । #८' खींचा गया है। (आकृति 2.20) 

सिद्ध करना है : 00 2८ का लम्ब-समद्विभाजक है। 

रचना : 0.4, 28 और 0८ को मिलाइए। 





आकृति 2.20 
उपपत्ति : » 02, .49 के लम्ब-समद्विभाजक पर स्थित है, 
» 04 5 08 ... (]) 
» 0. 4८ के लम्ब समद्विभाजक पर स्थित है, 
04 + 0८ ... (2) 
() और (2) से 
(28 5: (2८ 
'. 0, 8८ के लम्ब-समद्विभाजक पर स्थित है। 
' ()/2 | 8( 


'. 070, 8८ का लम्ब-समद्विभाजक है। 
परिभाषा : त्रिभज की भजाओं के लम्ब-समद्वि भाजकों जकों के संगरामी बिन्द को त्रिभज का परिकेन्द्र 


((टएाआ0९7९) कहते 
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टिप्पणी : त्रिभूज का परिकेन्द्र ज्ञात करने के लिए, उसकी दो भजाओं के लम्ब-्समद्विभाजकों का 
प्रतिच्छेद बिन्द ज्ञात करना ही पर्याप्त होगा, क्योंकि उपरोक्त प्रमेय के आधार पर, तीसरी भजा का 
लम्ब-समद्ठविभांजक भी, इस बिन्‍्द से होकर जायेगा। 

प्रमेय की आकृति को देखने से पता चलता है कि बिन्दु 0 त्रिभुज के तीनों शीर्ष बिन्दुओं से 
समद्रस्थ है। केन्द्र 0 और त्रिज्या 24 वाला वृत्त, तीनों शीर्षों से होकर जाता है। 


प्रभेण 2,5 : त्रिभृज के तीनों शीर्ष-लम्ब एक ही बिन्दु से होकर जाते हैं। 


दिधा है : 
सिह करना हैं 
रचना : 


उपपत्ति : 


3 472८ में, 47, 80/ और ८.५, शीर्ष-लम्ब हैं। (आकृति 2.2) 

47, 808 और (४४एक ही बिन्द से होकर जाते हैं। 

4, 9 और ८ से होती हुई क्रमश: 9८, (4 और 49 के समांतर रेखाएं खींचिए। इस 
प्रकार & 7(27 बनता है, जिसके शीर्ष । (2 और /१ क्रमश: .4, 2 और ८'के सम्मुख 
हैं। 

चत॒र्भज 49८0 में, 

429 || (2८ (रचना) 
9८ ॥ 4९2 (रचना) 





ऐ आकृति 2.2] 


“. 479८2 एक समांतर चतुर्भुज है। 


अतः 4(2 5 8८ कह 


इसी प्रकार 9८.47? एक समांतरचतुर्भज है, 

/. 47२ + 8८ ... (2) 

(।) और (2) से क्‍ 
(25 47? . (3) 

और 47, | 9८, तथा 8८ || 70 

. 7, । 72 ... (4) 

(3) और(4) से 

47. (2/? का लम्ब-समद्विभाजक है। 
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इसी प्रकार, 
800, 7९ का लम्ब-समद्विभाजक है और ८७५, /(2 का लम्ब-समद्विभाजक है। 
इस प्रकार 4।, 8॥/ और ८/५, & 7८२ की भुजाओं के लम्ब-समद्विभाजक हैं। 
अतः 4/., 808 और (४ एक ही बिन्दु से होकर जाते हैं। 


परिभाषा : त्रिभज के तीनों शीर्ष-लम्बों के संगामी बिन्दु को उत्त त्रिभुज का लम्ब केन्द्र (०0 ००४४४) 
कहते हैं। 


व्याख्या : उपरोक्त प्रमेप के आधार पर हम कह सकते हैं कि प्रत्येक त्रिभुज का एक लम्ब केन्द्र होता है 
और इसे ज्ञात करने के लिए, उसके दो शीर्ष-लम्बों का प्रतिच्छेद बिन्दु ज्ञात करना पर्याप्त होता है। 
तीसरा शीर्षलम्ब तब स्वतः ही, उस बिन्दु से होकर जायेगा। क्या आप सोच सकते हैं क्रि समकोण 
त्रिभज का लम्ब केन्द्र कहाँ होगा? 


प्रभेय 2.6 : त्रिभज की माध्यिकाएं एक ही बिन्द से होकर जाती हैं, और वह बिन्द प्रत्येक माध्यिका को 
2: 4 के अनपात में विभाजित करता है 


दिया है : & 48८ में, माध्यिकाएं 977 और ८५7० 
बिन्द्‌ 6 पर प्रतिच्छेद करती हैं। 46 
को मिलाया गया है और .4 6 की बढ़ाने 
पर वह 2८ को बिन्द /) पर मिलता है। 
(आकृति 2,22) 

सिद्ध करना है: (!) 8/0 5 70८, और का ' 
(॥) 46: 670 5 #0 : 67 0 

न (0.07 5-"2:] 





आकृति 2.22 


रचना : 42) को # तक बढ़ाइए, जिससे कि 4४८ (6४2'हो। 
हैः. +# और #८' को मिलाइए। 


'उपपत्ति : आइये पहले (]) को सिद्ध करें। 
& .48/ में ह 
९ 48 का मध्य बिन्दु है। (दिया है) 
(०, 4/९ का मध्य बिन्द है। (रचना) . 
 #6 | झट “* ([) 


और #6 <- तर काट " . (2) 
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इसी प्रकार, & 4८४ में क्‍ 
छ्ए | ८ . (3) 
और 6४ - थ्र (प्‌ ... (4) 


() और (3) से, चत॒र्भन 87८6 में, 
2 || 6८ और 720 | 26 


' आ(८6 एक समांतर चतुर्भज है। अर) 
अब समांतर चतर्भज 8// ८८ के विकर्ण 2८! और 6/£ बिन्दु /2 पर परस्पर प्रतिच्छेद 
करते हैं। 

“ #८ और 6/८ परस्पर 0 पर सगद्विभाजित करते हैं। 

अतः 870 5८ 90८ ' »« (0) 


या .4/) शीर्ष से खींची गई माध्यिका है। 
आइए अब हम (॥) की सिद्ध करें। 


हमें प्राप्त है, 
0/2 ८ [9६ ८८ >' 0 
परन्तु 6& - 4# (रचना) 
5 (जी) प८८ न 40 
बा0 _2 
00 ] 
या 40: (/2 ८: 2: . 
इसी प्रकार 
20 : 677 - 2: ] और 
(7 दे 2 


अतः उपरोक्त निष्कर्षो को मिलाकर 46. 670 >> 86 : 68४ ८5 (6: 6775 2: ] 
परिभाषा : त्रिभूज की माध्यिकाओं के संगामी बिन्दु की त्रिभृज का केन्द्रक (027000) कहते हैं। 


टिप्पणी : किसी त्रिभुज का केन्द्रक ज्ञात करने के लिए, उसकी किन्‍्हीं दो माध्यिकाओं का प्रतिच्छेद बिन्दु 
ज्ञात करना पर्याप्त होगा, क्योंकि उपरोक्त प्रमेय के आधार पर,तीसरी माध्यिका भी उसी बिन्दु से होकर 
जायेगी। ह 

उदाहरण 2.3 : सिद्ध कीजिए कि यदि किसी त्रिभुज की दो माध्यिकाएं बराबर हों, तो त्रिभज 
समद्विबाह त्रिभुज होगा। 
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हल ; 
, विया है : ५ 422८ में, 877 और ८7 दो 
माध्यिकाएं हैं जो परस्पर बिन्दु 6 पर प्रतिच्छेद करती हैं और 
आर 5 ८7 (आकृति 2.23)। है 


सिद्ध करना है : ७ 48८ समद्विबाह जिशूत है। 
[विश्लेषण : तिभुज .48(/कों समठ्रिबाह जिभुज सिद्ध 


च्ब्ड 


करने के लिए 48 -- 4('दिखाना पर्याप्त होगा। और 
क्योंकि 877 -- प्र 489 और ८फ़ -- प्र ओह आह 
दिखाना पर्याप्त होगा कि 87" ८: £४८॥ हम ऐसे दो 
त्रिभुजों को ज्ञात करेंगे, जिनकी भजायें क्रमशः 877 
और ८% हों। यह प्रतीत होता है कि & 8697 ' और छ 
80 ८67 ऐसे ही दो त्रिभुज हैं। क्या ये सर्वांगसम 

हैं? सम्भवतः भुजा-कोण-भुजा अभिशुहीत लागू होता हो। हाँ, यह अभिगहीत लागू होता है, 


क्योंकि 86 +- यम, ८6 +- दा ८7० इत्यादि। अब हम उपपत्ति लिख सकते हैं।] 


उपरपत्ति: क्‍योंकि 5, & 480 का केन्द्रक है, (दिया है) 
“ 20:62 5- ८6 : 6775 2: 
इसलिए 86 +- धर 0, 67 - यू ॥//9 





आकृति 2.23 ( 


और ८6 <- न (प 697 -- दर ८फा 

परन्तु ##- ८77 । (दिया है) 
» 2565८" (60 और 67% +- 67 । 
अब ५ 8677 और & ८6 में, 


#6 - ८७6 (सिद्ध किया है) 

65% - 6% (सिद्ध किया है) 
८8967 -< ८(67 (शीर्षाभिमुख कोण) 
'. 0 छा 8 ठ5फ (भुजा-कोण-भुजा सवांगसम अभिगद्दीत) 
* श 77 :-- (पट 


या, 2 (870) -+ 2 (८7) 
“ 4895 4८ 
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प्रश्नावली ॥2.3 


!. त्रिभुज 4४८ में, माध्यिकाएं 
420, 85 और ८7१ बिन्दु 6 में से होकर जाती हैं। (आकृति 2.24) 


(क) यदि 86 - 6, तो 87 क्या होगा? का 
(ख) यदि #6 - 4, तो 6८ क्या होगा? 
(ग) यदि 470 - 7.5, तो 67) क्‍या होगा? 2 2 


(5 


2. 5 .48८' में, माध्यिकाएं 470, 877 और 
८५7 बिन्दु & पर प्रतिच्छेद करती हैं। 
दिखलाइए कि #2 + ८7 > प्र 7८ के 
[संकेत :976 + 6८ >> 9८] 

3, & 470 में, माध्यिकाएं 470, 277और ८४”बिन्द्‌ 6पर प्रतिच्छेद करती हैं। दिखलाइए 
कि 


(0 ( 
आकृति 2.24 


4 (470 + क#7 + ८7) > 3 (49 + 8८! + ८4) । 
4. एकत्रिभुज की माध्यिकाएं परस्पर बराबर हैं। सिद्ध कीजिए कि त्रिभुज समबाहु तिभज 
है। म 
5. 5 48८ की भुजाओं 82८, ८५ और .47 के 
मध्य बिन्दु क्रमशः 72, » और # हैं। 


(आकृति 2.25) दिखलाइए कि 470, रेखाखण्ड ्््ि्‌ | 
६'को समद्विभाजित करता है। 
छ [3 (( 
आकृति 2.25 
प्रश्नावली 2.4 


!. यदि £ ८ 47८ का लम्ब-केन्द्र हो, तो दिखाइए कि .4, & 7१9८ का लम्ब-केन्द्र है। 
2. समट्विबाह त्रिभुज 48८ में 48 - 4८" और /0 भुजा 8८ का मध्य बिन्दु है। सिद्ध 
कीजिए कि परिकेन्द्र, अंतःकेन्द्र, लम्बकेन्द्र और केन्द्रक सभी एक ही रेखा .4/0 पर 

' स्थित हैं। 
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3. म,त्रिभुज 49८'का लम्ब-केन्द्र है और &, # और 2 क्रमश: 47, 8 और ८'म्त के 
मध्यबिन्द हैं। दिखाइए कि मर, & <7?2 का भी लम्ब-केन्द्र है। 

4. ८४ 478८ में भुजा 8८'पर एक बिन्दु कैसे ज्ञात करेंगे जो भुजाओं .4788 और 4८' से सम 
दूरस्थ हो? 

5. सिद्ध कीजिए कि त्रिभुज की किन्हीं दो माध्यिकाओं का योगफल, तीसरी माध्यिका से 
अधिक होता है। 
[संकेत : 6 & 479८! का केन्द्रक है। एक ऐसे त्रिभुज को सोचिए जिसकी भजाएं 
माध्यिकाओं के एक से अनुपात में हों। देखिए आकृति 2.22 प्रमेय 2.6] 


अध्याय 3 
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83.। भूमिका 


आपको शब्द क्षेत्रफल (॥6४) की कुछ जानकारी समतल आकृतियों के संदर्भ में पहले दी जा चुकी है। 
पिछली कक्षाओं में आप ने आयत, वर्ग, त्रिभुज, आदि का क्षेत्रफल ज्ञात करना सीखा है। आइए, 
'क्षेत्रफल' की संकल्पना पर और विचार करें। इस से यह लाभ होगा कि औपचारिक ज्यामिति में, हम इस 
के बारे में वैसे ही बात कर सकेंगे और इसका अनुप्रयोग कर सकेंगे जैसे कि हमने रेखाखण्ड की लम्बाई के 
बारे में किया है। इस प्रक्रम में, हम क्षेत्रफल के उन सत्नों को भी सिद्ध कर सकेंगे जिनका प्रयोग आप अब 
तक करते आये हैं। 


3.2 बहभुज प्रदेश 


त्रिभूज एक समतल आकृति है। यह तीन रेखाखण्डों से बनी एक संवृत (00६०0) आकृति है। जैसा कि 
आप आसानी से देख सकते हैं दो रेखाखण्डों से एक संवृत आकृति नहीं बन सक्कती। 

जब हम त्रिभुज ,48८ के क्षेत्रफल पर विचार करते हैं, तो क्या आप का अभिप्राय तीन रेखाखण्डों 
48, 82! और ८१4 के बारे में है? निस्सन्देह नहीं। 7] 

हमारा ध्यान समतल के उस भाग की ओर 
होता है जो त्रिभज से घिरा है। (देखिए आकृति 
3.])। हम आपको निम्नलिखित दो नामों से 
परिचित करायेंगे : 

तल के उस भाग को जो त्रिभुज से घिरा है, 
त्रिभज का अभ्यतर (८707 ०8 ॥78780) कहते हैं। 

त्रिभृज और त्रिभुज के अभ्यंतर के सम्मिलन को 
त्रिभुजाकार प्रदेश (/72020/6/ 7८०४) कहते हैं। 

अब यह स्पष्ट है कि जब हम त्रिभुज के क्षेत्रफल की बात करते हैं तो हमारा अभिप्राय उस 
त्रिभुजाकार प्रदेश के परिमाण पे होता है। 

इसी प्रकार, आयत का अभ्यन्तर (00 ० 760४॥86) वह भाग है जो आयत से घिरा हो। 
. और आयतकार प्रदेश, आयत और आयत के अभ्यन्तर का सम्मिलन होता है। 
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ध्यान दीजिए कि हम आयताकार प्रदेश 49८५0 
को दो त्रिभुजाकार प्रदेशों 48#८' और 4८४ के 
सम्मिलन के रूप में प्रकट कर सकते हैं (आकृति 
3.2)। और ऐसा करने की केवल यही एक विधि 
नहीं है। आप आयताकार प्रदेश 48८7) को दोया 
दो से अधिक त्रिभुजाकार प्रदेशों में अनेक प्रकार से 
बांट सकते हो। 

बहभुज और बहुभुज के अभ्यन्तर के सम्मिलन 
को बहभुज प्रदेश (90980॥8| ॥९200॥) कहते हैं। 
इसे एक समतल में स्थित परिमित संख्या वाले ऐसे 
त्रिभुजाकार प्रदेशों के सम्मिलन के रूप में व्यक्त ,#6&.7, ४7% ७४ 
किया जा सकता है कि यदि इसमें से दो प्रतिच्छेद करें (४०४६. ०० 
तो प्रतिच्छेदन या तो एक बिन्दु या एक रेखाखण्ड ६४ ऑफ, 
हो (आकृति 3.3)। 0 जे 








3.3 बहभज प्रदेश का क्षेत्रफल न आकृति 3.3 


बहुभज प्रदेश के क्षेत्रफल की संकल्पना और उसके गणधर्म, रेखाखण्ड की लम्बाई की संकल्पना और 
उसके गृण धर्मों से बहुत कछ मिलती जुलती है। दूसरे शब्दों में, हम चाहेंगे कि क्षेत्रफल की संकल्पना में 
वे सब गुणधर्म हों जो रेखाखण्ड की लम्बाई में हैं। 
आप को याद होगा कि : | 
() प्रत्येक रेखाखण्ड 48 के संगत एक धन वास्तविक संख्या होती है जिसे रेखाखण्ड की 
लम्बाई कहते हैं और संकेत / (47) या केवल .4% से प्रकट करते हैं। 
(7) यदि 48 और ८४ दो रेखाखण्ड हैं और 48 55 ८7), तो । (48) ८ । (८70) या 
498 > (४ 
(४) यदि 49 और ८५४० ऐसे दो रेखाखण्ड हैं कि रेखाखण्ड (!) रेखाखण्ड 4 में आविष्ट है तो 
( (22) < / (479) डे 
(५) यदि 48 और 8८ ऐसे रेखाखण्ड हों कि 48) #(! एकल बिन्दु समच्चय हो तथा 
40८ > 48 (४ 9८ तो 
((4८) 5 (48) + 7 (8८0 
अपने अनुभव के आधार पर आप आशा करते होंगे कि बहुभुज प्रदेशों के क्षेत्रफल भी इसी प्रकार 
से व्यवहार करते हैं; हम भी यह चाहेंगे कि वे ऐसा करें। हम, इन के संगत अभिगुहीतों के कथन नीचे दे 
रहे हैं। 
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॥, क्षेत्रफल आभिगहीत (3॥898 0 5)0॥॥) 


प्रत्येक बहुभज का क्षेत्रफल होता है। एक मीटर भजा वाला एक मानक वर्गाकार प्रदेश होता है. जिसे वर्ग 
मीटर कहते हैं; और जिसे क्षेत्रफल की इकाई मानते हैं। बहभज प्रदेश का क्षेत्रफल, वर्ग मीटरों में, एक 
धन वास्तविक संख्या होती है। 


संकेतन : बहुभुज प्रदेश / के क्षेत्रफल को «७ (२) 


से प्रकट करते हैं। यदि ८/ (7१) वर्ग मीटरों में £ हो, तों हम लिखेंगे 
4/ (९) 5 & मी (वर्गमीटर) 


तर, सर्वागसम क्षेत्रफल अभिगहीत ((णाए्ा/एशा। १7९9 452007) 
यदि 6 48८ और ७7207 दो स्वांगसम त्रिभज हों, तो 
८/ (प्रदेश ७ 48८) -+ ८/ (प्रदेश & /(2२) 
पा, क्षेत्रफल एकदिष्ट अभिगृहीत (३7९७ शणाए/णा6 4चांजा) 
यदि 70, 72: दो बहभज प्रदेश हों और #?। (: 70 तो 6८7 (९५) 5 ७ (7९३) 
ए५, क्षेत्रफल योग अभिगहीत (47९७ 400॥0॥ 450॥) 
यदि 72 और 72; दो बहुभुज प्रदेश हों, जिनके सर्वनिष्ठ परिमित संख्या में बिन्दु और रेखाखण्ड हो और 


-- ती 
रे ९ | (/ /ऐ2, 67" (7९) स्ञधः (२९ ) बी ५ (+९:) 


ए., आयताकार प्रदेश का क्षेत्रफल अभिगहीत (464 ० 4 रिश्टाशाएपांदा' रिश्श्वंणा 450) 
यदि 48 5 ८ मी, 470 5 8 मी तो, ७/ (आयताकार प्रदेश 4४८५0) 5 ८४ मीः। आगे जहां भी 
बहभज प्रदेश के क्षेत्र का प्रयोग किया जाएगा वहाँ यही समझा जाएगा कि वह क्षेत्रफल उपराक्त 
अभिगहीत के अनसार है। 


टिप्पणी : जैसा कि हमने पहले कहा था, जब हम त्रिभुज के क्षेत्रफल की बात करते हैं, ता वास्तव में 
हमारा अभिप्राय .उसके त्रिभजाकार प्रदेश से होता है। यही बात हम आगे भी मानते रहेंगे। इस पका? 
बहभुज / के क्षेत्रफल से अभिप्राय उस बह॒भुज प्रदेश / के क्षेत्रफल से होगा जो आक्षति /? से घिरा है। 
प्रभेय : समांतरचतर्भज का प्रत्येक विकर्ण इसे दो 
बराबर क्षेत्रफल वाले त्रिभजों में बाटता है। 
दिया है: समांतरचतुर्भज 479८7) मे 

820 एक विकर्ण है (आकृति 3,4)। 
सिद्ध करना है ; 6/ (७ 47870) -- ४/ (५ 870८) 





आकृति 3.4 
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डपपत्ति:. त्रिभुजों 48/0 और ८7४ में, 






42 - ८7 (॥” की सम्मुख भुजाएं) 

470 5 (79 (|॥»” की सम्मुख भुजाएं) 

370 - 870 ' (उभयनिष्ठ ) 

', 8 478८ << 8 ८709 (भुजा-भुजा-भुजा सवांगसम प्रमेय) 

497 ५  ' अतः ८ (5 47870) ८ ८/ (5 ८४09) (सवांगसम क्षेत्रफल अभिगृहीत) 
जंदाहरण 3,] ; समांतर चतुर्भन 42८70 के ० सा णः रे 


विकेर्ण परस्पर बिन्द 0 पर प्रतिच्छेद करते हैं। 02 से 
होकर जाती हुई एक रेखा 48 को .( पर और सम्मुख 
भजा (7) को ४ पर प्रतिच्छेदित करती है; (आकृति 
3.5)। दिखाइए कि 


४/ (7 42070) 5 + ० (॥ 49८7) 8... ४ आकृति 35 0 


हल [विश्लेषण : आइए देखें कि इसे कैसे सिद्ध कर सकते हैं। 4८, ॥”” 47८70 का एक विकर्ण है। 
अँध मंदि ८/ () 472 7०70) -- रण (|7 47४८7, तो ० (2 4४97) < ०/ (५ 4८70) 


दोषोक्षेत्रों की तुलना करते पर हम देखते हैं कि दोनों में प्रदेश [) .4 0972 उभयनिष्ठ है। इससे यह 

प॑ता चलता है कि 47 (५ 405) और ८/ (209) बराबर होने चाहियें। क्या ऐसा संभव है? क्या दोनों 

हक सर्वांगसम हैं? थोड़ा सोचने पर ज्ञात होता है कि वे सर्वांगसम हैं। अब हम परिणाम सिद्ध कर 
हैं।] 


श््ाति क्ग्नोंकि. 4८, ॥ 479८7 का विकर्ण है 


एक हे ४ ६ (5 4८70) 5 ८ ८४ (॥” 48८70) | .. () 

हे 7 ब-विभुजों 407 और ८07 में 

ले (2-5 (2 (|॥|१7 के विकर्ण समद्विभाजित करते हैं) 
८404 < ८८0५7 (शीर्षाभिमुख कोण) 
८04> - ८009 (एकान्तर अन्तः कोण, 68 || 00) 
-» 3 407४5 8 ८07 (कोण-भुजा-कोण सर्वागसम प्रमेय) 


अतः 4/ (0 402) 5 ०/ (5 ८०7) (सर्वाग्सम क्षेत्रफल अभिगृहीत) ... (2) 
(2) के दोनों. ओर ८७ ((] 40970) योग करने पर | 
का है पर पिन 070)+ क# (8 402) > का (0 40770 + # (७ (07) 


क्षेत्रफल लि 
या ७/ (९! 4&972) 5८ ४ (७ 4८0) ु ५॥) ", ९) 
क्‍ जज ४(॥" 48८70) 
3.4 समांतरचत्‌र्भुज का क्षेत्रफल 


प्रमेय 3.3 ;: एक ही आधार पर और समान समातर रेखाओं के बीच के समातरचतुर्भुणों के क्षेत्रफल 

बराबर होते हैं। न 0 ६ "० 

दिया है: दो समांतरचतुर्भज 48८7 ८ ५. . कप 
और 48772 जिनका आधार 
48 है और जो समांतर ' 
रेखाओं 4.9 और (07 के बीच 
में हैं। (आक॒ति 3.6) 







/ 
आकृति 3.6 
सिद्ध करना है :८/ / ||” 48८7) > ० ( |” 47977) है आ मस कह 
'उपपत्ति था | 42८70) ८ ० (-) 48702) + # (5 ८22) हा 
(क्षेत्रफल योग अभिगृहीत) ...() 

व (| 4फाकि) ८ 47 (0) 48/70) + ८ (5 20470 
(क्षेत्रफल योग अभिगहीत)....(2) 

अब 5 ८४८ और 3 04/ में, 


(४ -< 704 * ( |»"की सम्मुख भुजाए। 
' कान ( |* की सम्मुख भुजाएं) 

८ट्क्ाप्-> कब. (90 || 470, 28 || 47० . 

. 5 ८४८ 5६ 6 047 (भजा-कोण-भर्जो संवॉगेसम अभिगृहीत) 


अतः 4/ (0 ८87) +२ 4/ (0 72479 ा दा (3) 
(), (2) और (3) से के शा 
47 (| 48८0) 5 & (॥४! 42/77 ४ क्‍ । जी रु 


' 3.4. समांतर चतर्भज का आधार और शीर्षलम्ध 
परिभाषा : समांतरचतरभज का आधार (४५52) इत्तकी कोई भी,एक भजाःहोतीःहै।'. 
परिभाषा : समातरचतर्भज के प्रत्येक आधार के संगत शीर्ष-लम्ब (6४2४८) वेहे रेख[खण्ड है जो 
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आधार के किसी बिन्द से सम्मुख भूजा को आविष्ट करने वाली रेखा पर जभ्ब हो। 


साथ की आकृति में, 48८70 एक समांतर चतुर्भुज है,  _ __  ? ४ िलि। _ री 0 
भजा 42 इस का आधार है और 47, 8॥/ अथवा 
2९ इसके संगत शीर्षलम्ब हैं। 
+ि एि ठि 
आकृति 3,7 


परिभाषा: समातर चतर्भज के आधार की लम्बाई को भी आधार कहते हैं; उत्तके संगत शीर्ष लम्ब की 
लम्बाई को संगत शीर्ष लम्ब कहते हैं। 


प्रभेय 3.3: समांतरचतर्भुज का क्षेत्रफल उसकी किसी एक भुजा और संगत शीर्षलम्ब के गुणनफल के 
बराबर होता है। 


विया है: 429८2 एक समांतरचतुर्भज है। भूजा 48 के संगत 47. शीर्षलम्ब है। 

सिद्ध करना है : ८ ( ||” 48८70) 5 48 »< 44. 

रचना : आयत 47.08 बनाइए। 
(आकृति 3.8) 

उपपत्ति : ||!» 49८70 और आयत 
44.48, एक ही आधार 49 
पर और समान समांतर 


हक 


तु 
| 
! 
( 
|] 








रेखाओं के बीच हैं। 
आकृति 3.8 
“* 4/ (| 48८0) ८ ०/ (आयत 47.0/8) 
अब 
4८7 (आयत 4/.॥8) -- 4४ >< 47. (आयत क्षेत्रफल अभिगुह्दीत) 


“ ६/( |” 429८7) - 479 >< 47. 
उप-प्रमेय : समान आधार के और समान समांतर रेखाओं के बीच के वमातरचतर्भजों के क्षेत्रफल 
बराबर होते हैं। 


विद्यार्थी के अभ्यासार्थ इसकी उपपत्ति छोड़ दी गई है। 
[संकेत : शीर्षलम्ब भी बराबर हैं। क्‍यों ?] 


क्षेत्रफल 


प्रश्नावली 3. 


, 48८7 एक चत॒र्भज है और 870 इसका एक 


विकर्ण है, जैसा कि आकृति 3.9 में दिखाया गया 
है। दिखाइए कि [ 48८४0 एक समांतर- 
चतुर्भज है। इसका क्षेत्रफल ज्ञात कीजिए। 
समांतरचत्‌र्भज 4४8८7 में, 49 - 0 सेमी, 
भुजाओं 48 और ,4/) के संगत शीर्ष लम्ब 
क्रमशः 7 सेमी और 8 सेमी हैं। (आकृति 
3.0) 420 ज्ञात कीजिए। 


, सिद्ध कीजिए कि समांतरचत्‌र्भज की सम्मुख 


भुजाओं के मध्य बिन्दुओं को जोड़ने वाला 
रेखाखण्ड समांतरचतर्भज को बराबर क्षेत्रफल 
वाले दो समांतरचतुर्भुजों में बांट देता है। 


. सिद्ध कीजिए कि दी हुई भुजाओं वाले सभी 


समांतरचतुर्भुजों में सब से अधिक क्षेत्रफल 
वाला समांतरचत्‌र्भज एक आयत होता है। 


3.5 त्रिभज का क्षेत्रफल 
प्रभेय 3.4: एक ही आधार और समान समातर रेखाओं के बीच के त्रिभूजों के क्षेत्रफल बराबर;होते 


हैं। 
दिया है : 


दोतिभुज 49८ और /#८( ९ 
जो एक आधार 8८" पर और 

समान समांतर रेखाओं 8८. 

और .,4/ के बीच में हैं 
(आकृति 3.])। 


90० 
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आकृति 3.0 


+ 2 


आकतनि ।१ |) 


है] 
॥0 सेमी -....हतहतत् 


(2 


35. 
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गणित 


सिद्ध करना है: 4/ (५ 4.9८) ८ ०७ (७॥ 78८) 


रचनत्रा ; 


उपपत्ति : 


# से होती हुई 870 || (4 और ८ से होती हुई ८00 || 27? खींचिए जो रेखा 4/ को 
क्रमश: /2 और (2 पर प्रतिच्छेदित करती हों (आकृति 3.)। 

[] ४227 एक समांतरचतुर्भुज है। (रचना) 
[.] #८.470 एक.समांतरचतुर्भुज है। (रचना) 
अब | #८(7 और ॥*" 9८.47) एक ही आधार 22 पर और समान समांतर 
रेखाओं के बीच हैं। 

“ 4/ (||! 98८(00) 5 ० (|| 2८.40) .« () 
अब ८४ || ४॥ 8007 का विकर्ण है। 

» 4/ (6 /8() +- ०/ (5 ((2/0 


|| 
त्जाथ ( |” ४८८7) ' . (2) 


इसी प्रकार, 
4/ (5 48८) + तर 4/( ||! 9८.47) ... (3) 


(4), (2) और (3) से 
47 (5 79८) - ०७ (5 452८) 


उप-प्रभेय  : त्रिभूज का क्षेत्रफल, उसकी किसी भुजा और संगत शीर्षलम्ब के गुणनफल का आधा 


होता है। 
दिया है ४ 


सिद्ध करना है :८/ (5 48८) - तर (8८) >< (47) 


रचना : 


& 45८ में 47, भुजा 8८ पर शीर्षलम्ब है। 
आकेति]32)  /“/“/“/“/॒॒.. दे न अप सकते व कर । 







(/ और 4 से होती हुई क्रमशः 8.4 और 
28८ के समांतर रेखाएं खींचिए जो परस्पर 
? पर प्रतिच्छेद करती हों । 
(आकृति 3.2) 


आकृति 3.2 


क्षेत्रफल 27] 


उपर्पत्ति: 42८7 एक समांतरचतुर्भज है। (रचना) 
“4८, ॥7 479८7 का विकर्ण है। 
“. ६/ (5 429८) -- जन 47 ( ||!” .479८7)) “ (4) 
अब, |! 4४८7 में, 82' आधार और 47, संगत शीर्ष लम्ब है। 
> ८7 (||! 479८7) ८ 92 >< 47. “- (८) 
() और (2) से 


47 (60 4.8८) ५- य्र 80. 2६ 47. 
उप-प्रमेय - 2: यदि एक त्रिभुण और एक सयातरचतर्भज़ एक ही आधार पर और समान समातर 


3 ०-9! / 


रेखाओं के बीच में हो; तो त्रिभुज का क्षेत्रफल, समांतरचत्‌र्भज के क्षेत्रफल का आधाः होता है। 
दिया है : 8 248 और | 48८7) ऐसे हैं कि 72 42 और ८ सरेख हैं। (आकृति 3,3)। 





४ (ः 
। 
| 
छल |। 
॥ 
| 
। 
| 
| 
[। 
#ि ध् छ है. आकृति 43.83 
सिद्ध करना है : ८7 (७ 748) +< प्र ८/ (|* 48८70) 
रचना : (४ .. 42 खींचिए जो रेखा 4.9 के बिन्दु /, पर मिलती है, और /26 | ,48 जो 
रेखा 42 को बिन्दु ॥/ पर मिलती हैं। 
उपपत्ति : 2 70 और ८' सरेख हैं और /0८ || 42 
' 77/ - ८, (समान्तर रेखाओं के बीच की द्री) . (]) 
अब ०/ (6 7248) ८ ध 7200 >< 49 ४७४2) 
८7 (॥* 42८70) 5 ८7, >< 42 . (3) 


(१), (2) और (3) से 
4/ (5 ॥724,8) <- तर 47 (| “' 489८7) 
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उप-प्रमेय. 3: समलम्ब का क्षेत्रफल, उसके शीर्षलम्ब और समातर भजाओं के योगफल के गुणनफल 
का आधा होता है। 


विया है: समलम्ब .49८7) जिसमें 48 || ८7 
47, । 70८ और ८४४ । 49 है। 
428 + 6, 00 -- 8, 47, 55 ८०४ ८ £# (मान लीजिए)। 


सिद्ध करना है : ८/ (समलम्ब 49८70 ) 5८ जन 8 >< (६+ 2) 
रचना : 4९८? को मिलाइए। (आकृति 3.4) 





आकृति 3.]4 


उपर्पत्त: 4८ [] 479८0) का विकर्ण है। 
“ का ([समलम्ब 49८70) ८ ८&/ (0 48८) + ४/ (4 4८५0) 
अब, ; 
4/ (७ 48९) +८ कु # 2९ 8 
4० (6 4८५0) <- दर #>< 6 
] 


“« & सिमलम्ब 48८0) ८ | # 2६ 4. न | 2< ६ 


न ; 
जद द््य 4१76 (६ + 8) ': 


हद 3.2 : दिखाइए कि त्रिभूज की कोई माध्यिका उसको बराबर क्षेत्रफल वाले दो त्रिभजों में 
बांटती है। 


हनन 
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हल : & 422८ में, 472 उसकी एक माध्यिका है। कि 
(आकृति 3.5) 
हमें यह दिखाना है, कि 
६/' (5 4870) 5 ०/ (5 470८) 
क्योंकि & 48/0 और & 4702. 
के आधार समान हैं, और उनका 
समान शीर्ष लम्ब है 
द 5 - ० आकृति 3.]5 कु 
. ६/( 8 4.8/2) 5 ०/ ( ७ 4/2९/ 
उदाहरण 3.3 : यदि /) # और # क्रमश: हे 
त्रिभुज & 48८ की भुजाओं 8८, (4 और 
4#9 के मध्यबिन्द्‌ हों, तो सिद्ध कीजिए! 
कि 80:0४" एक समांतरचतर्भज है ्ड &्‌ 
जिसका क्षेत्रफल, & .4.८ के क्षेत्रफल का 
आधा है। यह भी दिखाइए कि 


का (७ /22/) +- न 4/ ( 3 489८) 5 0 आकृति 3]6 


हल : [विश्लेषण : मान लीजिए 428 /# और /2) को मिलाया गया है। ध्यान दीजिए कि ७ 48८, 
चार छोटे त्रिभजों में बंट गया है। हमें यह दिखाना है कि [] 8/22# एक समांतरचत्र्भुज है। क्या 
70 || 80 और 7४ | ४8? पहले हम, #2& || 870 पर विचार करेंगे। 
हाँ, यह तो एक प्रमेय का परिणाम है। और फिर उसी से 70 ॥ #४ भी सिद्ध होता है। इस प्रकार 
80007 एक समांतरचतुर्भुज है। अब हम क्षेत्रफल के संबं धों पर विचार करें। स्पष्ट है कि 
व (| फाओओ) ८ 6 ( + 8772) 7 ८ (2070 
परन्त /7) तो विकर्ण है, अतः दर ( |" आम) र 2( 57८7) 
पह एक प्रकार की सममिति है। यदि ७ ( 80077) 5 ०/ (5 0:57, तो हम यह भी दिखा 
सकते हैं कि मा विश 
4 ( ७7277) >> शा ( ७ 897) > 4 ( 3/2025/ ₹ ६ा ( & 47209)। & 48८ इन चारा 
छोटे-छोटे त्रिभजों से मिलकर बना है। अब हम उपपत्ति दे सकते हैं। ४ 
उपपत्ति:.. ७ 479८ में, 77 और # क्रमशः भुजाओं 48 और 4८ के मध्य बिन्दु हैं। 
“ #फ || 870 
इसी प्रकार //0 ॥ #7 
५. 209 एक समांतरचतुर्भुज है। '* () 


गणित 


4), ॥ /" गए? का विकर्ण है। 


“ ६/ (03 7272) 5 ०७/ (72/70 9५% (2) 
इसी प्रकार £; /) भुजाओं 4८: और 9८ के क्रमशः मध्यबिन्दु हैं, 
5 ६/ ( 5 2८) + 4०/ ( 5 (2679 »« (3) 
बिन्दुओं /” और /) के साथ साथ इसी तर्क को लागू करने पर, 
4/ ( 0 47%) ८ ०८ ( & 7770) .. (4) 
चूँकि & 42८, चार अनतिव्यापी (00-0४०]90|॥78) त्रि भजों 477 700 007 
और 0८7 में बंटा हआ है। 
अत: । 
4 € 3 480 ८ &/ (4777) + ६७ ( & 8070 + ० ( & 0८7) + 
47 (0077 ''* (3) 

(2), (3), (4) और (5) से ७ (७ 48८) 5 4 ० ( & 77770 
या ८/ ( & 70777) - प्र 4/ ( 5 42८0) ... (6) 
(2) और (6) से 
4 ( | 80087) + ०/ ( 5 0/:) + ०/ ( & 872) 

"5267 (077) 

हे ना 4/' ( 3 4729८) 

्जु हा 47 ( 0 48८) का) 


परिणाम (), (7) और (6) वे परिणाम हैं जिन्हें सिद्ध करना था। 
प्रश्नावली 3.2 # 


. 4/) त्रिभुज 49८ की माध्यिका है। ,4/0 पर 
/ कोई बिन्दु है (आकृति 3.7)। दिखाइए 
कि ८/ (5 487) + ८/ ( & 4८४) 
2, सिद्ध कीजिए कि, समांतर चतुर्भज के विकर्ण, 
इसे बराबर क्षेत्रफल वाले चार त्रिभजों में. 9 ० 
बांटते हैं (आकृति 3,8)। आकृति |3,7 
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एक चतुर्भज है और इसके बिकर्ण ह 
. 2807) परस्पर बिन्द 0 पर प्रतिच्छेद रे € 
सिद्ध कीजिए कि यदि 82 - 070 
& 472८ और &« 477८ के क्षेत्रफल  अ 
हैं। 
7(27९.५ के अंतरंग के एक बिन्दु 2 को 
7न्दुओं से मिलाया गया है। सिद्ध कीजिए 
प्रकार बने दो सम्मुख त्रिभुजों के. # छ 
का योग, शेष दो त्रिभजों के क्षेत्रफलों आकृति 3.8 
के बराबर है। 
कि समचत्‌र्भज का क्षेत्रफल, उसके विकर्णों के गुगननफल का आधा होता 


49८7) और आंयत 4एछ/+7 का एक ही आधार 48 है और उनके 
त़ बराबर हैं। सिद्ध कीजिए कि समांतरचतुर्भज का परिमाप, आयत के परिमाप से 


दो त्रिभजों के क्षेत्रफल बराबर हों और एक त्रिभुज की एक भजा, दूसरे त्रिभुज की एक 
गे, तो उन के संगत शीर्षलम्ब बराबर होते हैं। 
गे त्रिभुजों 489८" और #(८27२, जिनमें 
(]) 47 ( & 48८ -- ०/ ( ७ /(277) और 
(2) 48 5-- (2 
(3) ८४४ और #२7' क्रमश: त्रिभुजों 4,8८' और /#(27 में, 49 और /(2 के 
संगत शीर्षलम्ब हैं (आकृति 3.9)। 


० न्‍ 8 


छ 7 
आकृति 3.9 
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सिद्ध करता है : ८४४ - /?7 
उपर्पत्ति: 6 472८ में, भजा 4४ के संगत ८/५ शीर्षलम्ब है, 


८ (4 42८) < ठर 429 >< ८७ ... () 
इसी प्रकार, 

4/ (3 (270 5 प्र 09 >< 7 ०2) 
क्योंकि &/ (& 47८) 55 ८० /8 #(27९) (दिया है) 
हे तर 482 टका > या 77:४7 
और क्योंकि, 48 + 7 (दिया है) 
ल्त्जख्श्य्प 


उदाहरण 3.5 : यदिं चतर्भज का प्रत्येक विकर्ण इसे बराबर क्षेत्रफल वाले दो त्रिभुजों में बांटता हो तो 
दिखलाइए कि वह चतुर्भुज एक समांतरचतुर्भुज होता है। 


हल : [विश्लेषण : मान लीजिए चतुर्भज .49८7) दिया है जिससे कि 
47 (5 420) + ०/ (5 4(.2) 
और. ०४/(5 48/2) 5 ०७ (5 8८70) (आकृति 3.20) 
| ( 
हि 


पि छे 
आकृति 3.20 


यह दिखाने के लिए कि 4४8८५) एक समांतर चत॒र्भज है, हमें दिखाना है कि, 48 | /00' और 
/7 || 22८। क्‍या 478 || [72८7 ७०७ (5 4290) और &/ (७ 48८) पर ध्यान दीजिए। यदि 
45 || 0८. तो «&: (5 42870) ८ ८/ (5 48८)। क्‍या इसका विलोम भी सत्य है? हां। 
क्योंकि & ,49/0 और ७ 4720 का एक ही आधार है, इसलिए यदि उनके क्षेत्रफल चराबर है तो उनके 
शीर्ष लम्ब भी बराबर होंगे। अब, क्या 6/ (5 .48/0) और (७ 428८") बराबर है? क्या 
4/ ((. 48८५0) उपयोगी सिद्ध हो सकता है? हां यह उपयोगी है। तो अब हम उपर्पत्ति दे सकने हैं।] 
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उपपत्ति:. क्‍योंकि & (5 49८) > ०/ (5 4८70) 
और &/ (5 489८) + ०/ (५ 4८४0) ८ श (70 48८70) 
“ ६7 (5 48८) तर 4/ (-) 48८70) 
इसी प्रकार, &/ (& 4870) -- तर 47 (] 480/)/ 
(।) और (2) से 
47 (2५ 48९.)-- ८/ (5.4/8/2) 
(3) से क्योंकि &.48८' और / .45870 एक ही आधार 497 पर हैं, 
“. & 478८ का शीर्ष ८ से शीर्षलम्ब 55 & 47) का /) से शीर्षलम्ब 
“ /00 ॥ 47 
इसी प्रकार, 
47 || 2८ 
अतः [] .48८५7) एक समांतर चतुर्भज है। 


प्रश्नावली 43.3 


]. दो त्रिभुज 48८ और 7078८, एक ही आधार 8८ पर हैं, और उन के शीर्ष 4 और /) 
रेखा 8८' के विपरीत ओर स्थित हैं जिससे कि &/ (& 48८) ८ ०/ (५ 00८) 
(आकृति 3.2)। दिखाइए कि 9८, रेखाखण्ड 470 को समद्विभाजित करता है। 


म 





आकृति 3.2 आकृति 3.22 


2, & 2८ की भुजाओं 42 और 4८! के मध्य बिन्दु, क्रमशः /2 और £ हैं और 
47 (3 2८४) ८ ८/ (5 2८2) (आकृति 3.22)। सिद्ध कीजिए कि 7 | 2८! 
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3. चतर्भज 48८0) के विकर्ण 4८! और 787 बिन्द 0 पर प्रतिच्छेद करते हैं और इस 
प्रकार वे चतर्भज को बराबर क्षेत्रफल वाले चार त्रिभजों में बांट देते हैं। दिखाइए कि 
[] 489८7) एक समांतरचतुर्भुज है। 


प्रश्गावली 3.4 


!. समांतर चतर्भज 49८7) में, # और /' दो बिन्दु हैं, जो क्रमशः भुजाओं 48 और 9८ 
पर स्थित हैं (आकृति 3.23)। दिखाइए कि & (& 4/797) - ०४ (5 /2८2) 


कि ( 8, 


8 
आकृति 3.23 आकृति 3.24 


2. 87, चतुर्भज 49८7) का एक विकर्ण है। 4॥/ और ८४ क्रमशः 4 और ८ से 8/0 पर 
डाले गए लम्ब हैं (आकृति 3.24)। दिखाइए कि 


4/ ((] 49८70) < 5 (4/॥४ + ८/५) 
3. & 428८ की माध्यिकाएं बिन्द 6 पर प्रतिच्छेद करती हैं। दिखाइए कि 
था (8 408) ८. 5 ०/ (6 .4.2९८) 
4, 479८7) एक चत॒र्भज है। /0 से होकर 


जाने वाली एक रेखा, ,4८' के समांतर, 
बढ़ाई गई रेखा #८' को # पर मिलती है 
' (आकृति 3.25)। सिद्ध कीजिए कि 





47 (७ 487?) ८ 4/ ( .480८0/ 


आकृति 3.25 


क्षेत्रफल 


9. 
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. 5 429८ की भुजा 9८ के समांतर एक रेखा ४५ हैं। 97 || 4८ और ८7० || 47, 


रेखा / 7 को क्रमश: £ और /” पर काटती हैं। सिद्ध कीजिए कि, 
47 (5 487) 5 ८७ (5 4८7) 


: समातरचतुर्भुज 48८7 में, भुजाओं 48 2८, ८0 और 704 के मध्य बिन्दु क्रमश: #, 


#, ७ और फ हैं। सिद्ध कीजिए कि चतर्भज #फठफा एक समांतरचतुर्भज है और इसका 
क्षेत्रफल समांतरचतुर्भज 4४8८7 के क्षेत्रफल का आधा है। 

दो बिन्द्‌ 4 और 8; और वास्तविक संख्या > दिये हों, तो एक ऐसे बिन्दु / का बिन्द्पथ 
ज्ञात कीजिए, जिससे कि &/ (७ /248) -- ४ 

समातरचतुर्भुज 48८7) की भुजा 48 को बिन्द्‌ / तक बढ़ाया गया है। बिन्द्‌ .4 से 
होती हुई ८४? के समांतर खींची गई एक रेखा ८ को बढ़ाने पर उसे बिन्द्‌ 2 पर 
प्रतिच्छेद करती है। समांतरचतुर्भज ।१9(2/९ को पूरा किया गया है (आकृति 3.26)। 
दिखाइए कि, 

4० (| 48८7) 5 ७ (॥" /४८27) 

[संकेत : 4८ और 2८2 को मिलाइए। «& 4 (2८ और ८ .4(07 की तुलना कीजिए।] 


हर 





आकृति 3.26 


& 49८ के आधार 8८ पर 72 कोई बिन्दु है। 47) को # तक बढ़ाया गया है , जिससे 
कि 4/2-/0८ है। दिखाइए कि, 


47 (७ 8(7) 5८ ६/ (& 478८) 
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]0 5 4792 में, 20 भुजा 48 का मध्य बिन्दु है। और £ #८' पर कोई बिन्दु है। 
८2 |॥ ए?), भुजा 4४ को बिन्दु (2 पर प्रतिच्छेद करता है (आकृति 3.27)। सिद्ध 
कीजिए कि, 


4/ (4 827(2) ५८ ह् 4८7 (5 4.2९) 


€9 


8 ए7 
आकृति 3.27 


अध्याय 44 


ज्यामितीय रचनाएं 


4.। भूमिका 


प्रमेय सिद्ध करते समय या उन पर आधारित प्रश्नों को हल करते समय आप ने बहुधा जो आकृतिया 
बनाई हैं, वे केवल साधारण चित्र थे। उनका एक मात्र उद्देश्य आकृति के बारे में जानकारी प्राप्त करने में 
सहायता प्रदान करना था और आकृति बिलकल ठीक-ठीक बनी है कि नहीं इसका महत्व नहीं था क्योंकि 
प्रमेय की उपपत्ति आकृति की परिशद्धता पर निर्भर नहीं करती। 

किन्तु आकृति के बारे में दिये गए तथ्यों द्वारा एक यथार्थ और शुद्ध आकृति बनाने के कौशल का 
अपना ही एक लाभ है। यह वह कौशल है जिसकी आवश्यकता सभी व्यवसाय के लोगों की समय समय 
पर पड़ती रहती है। 

ज्यामिति की किसी आकृति का चित्र बनाने (ज्यामितीय चित्रण) और आऊंति की रचना करने 
(ज्यामितीय रचना) में अन्तर है जिसे समझ लेना आवश्यक है। आकृति चित्रण में, सभी उपलब्ध और 
सुविधा जनक यन्त्रों जैसे अंशांकित रूलर ((79002(९0 ।प/6 ), प्रोटेक्टर (7 08९६)7]), सेट स्कवायर 
($४-४१५७%४५) इत्यादि का प्रयोग करना होता है। परन्तु, आकृति रचगा में केवल दो यत्त्रों, 
अनाशांकित रूलर और परकार,का प्रयोग करना होता है। अनाशांकित रूलर और परकार द्वारा बनाई 
गई आकृतियां, दूसरे यन्त्रों द्वारा बनाई गई आकृतियों की अपेक्षा अधिक यथार्थ होती हैं। एक ज्यामितीय 
रचना में तर्क तथा कौशल दोनों का समावेश होता है। आगे हम कछ ज्यामितीय रचनाओं का वर्णन 
करेंगे। 


4.2 आधारभूत रचनाएं 


यदि किसी ज्यामितीय रचना को चरणों में बांट दिया जाए, तो वह निम्नलिखित आधारभूत रचनाओं में 
से किसी एक या एक से अधिक रचना पर निर्भर करती है। 

रेखा-रचना : दिए हुए दो बिन्दुओं से होती हुई एक और केवल एक रेखा की रचना की जा सकती है 
(आकृति 4.)। 


7१4 है आज्ञा ४273! 





#. 8 
आकृति 4,] 


282 गणित 


बत्त-रचना : एक दिए हए बिन्द को केन्द्र और दिए हुए रेखाखण्ड की लम्बाई को त्रिज्या मानकर एक द 
और केवल एक वत्त की रचना की जा सकती है (आकृति 4.2) 


“अर ॥ ७ छ 
जा 8 आऋ 


आकृति 44,3 


आकृति 4.2 
सर्वांगसम रेखाखण्ड रचना : यदि एक किरण 0४ और एक रेखा खण्ड 49 दिये हों, तो किरण 7४ 
पर एक ऐसे बिन्‍्द्‌ / की रचना की जा सकती है जिससे कि (2/? 5 48 (आकृति 4.3)। 


चत्त-रेखा प्रतिच्छेदन रचना : यदि रेखा। के बाहर एक बिन्द/? और एक रेखा खण्ड.49 दिये हों और 
यदि। से? की दरी 49 से कम हो, तो रेखा! पर ऐसे दो बिन्दओं ॥/ और/४ की रचना की जा सकती है, 
जिससे कि /?१/ ८ 7४ ८ 42 (आकृति 4.4) 


मा मल ललज मल प्रेप_ ऑग 
है 8. छ० ' पट 
आकृति 4.4 


द्विवत्त प्रतिच्छेद रचना : यदि दो बिन्दु & और 8 और लम्बाइयों 7। और [५ के दो रेखा खण्ड दिए हुए हों 
और 49 < >। + 72 हो, तो .49 के दोनों ओर ऐसे दो बिन्दुओं # और (2 की रचना की जा सकती है 
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कि 424 ज् (2.4 कक और 4१8 -- (28 | > 7) शक 
(आकृति 4.5)। 


4.3 रचना निर्मेय के भाग 


प्रत्येक रचना के लिए आकृतियों के गुणधर्मों के साथ 
साथ आपकी तर्क शक्ति तथा रूलर और परकार के 
प्रयोग करने में आपकी निषपुणता की आवश्यकता 
होती है। रचना निर्मेय को निम्नलिखित भागों में बांटा 
जा सकता है। 





(०5) 4.5 
| 


() पुनर्कथन : निर्मेय का दुबारा कथन दिया जाए, जिससे कि स्पष्ट हो जाए कि क्‍या 

(क) दिया है। (ख) अभीष्ट है। 

(2) विश्लेषण (»॥999४५) : भान लीजिए कि आकृति, जैसी अभीष्ट है, बन गई है। फिर 
विचार कीजिए कि कैसे दी हुई आकृति से आरम्भ कर केवल आधारभूत रचनाओं का और 
पूर्व-रचित रचनाओं का प्रयोग करते हुए अभीष्ट आकृति प्राप्त की जा सकती हैं। 

(3) पूर्ण की गई आकृति 


(4) रचना के चरण : रचना पर्ण करने में जो चरण आपने वास्तव में लिए हैं उन्हें उसी क्रम 

में लिखिए 

(5) उपपत्ति : यह भी किसी भी प्रमेय की उपपत्ति के समान होती है। आपको यह दिखाता 

होता है कि बनाई गई आकृति (कोण व अन्य आकृतियों) के वे ही गण हैं जो अभीष्ट थे। 
टिप्पणी : चरण (2) के संबंध में कोई एकरूपता नहीं है, क्योंकि यह चरण 
व्यक्ति-व्यक्ति पर निर्भर करता है। अतः इस भाग का वर्णन हल में नहीं किया जाता। 
उपपत्ति, रचना निर्मेष का एक आवश्यक भाग है। परन्त यदि उपपत्ति देना आवश्यक 

न हो तो इस भाग को छोड़ा जा सकता है। सभी निर्मेयों के हल में शेष तीन भागों का होना 

आवश्यक है। 


4.4 प्रारम्भिक रचनाएं 
रचना  : रेखा खण्ड का लम्ब-समद्विभाजक खींचता 
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दिया है: रेखा खण्ड 48 (आकृति 4.6)। 
अशभ्रीष्ट : &छऐ का लम्ब-समद्विभाजक खींचना। 
रचना के चरण ; गा 


[. 


उपपत्ति : 


रखना 2 : 


दिया है : 
अभीष्ट : 


रचना के चरण - 
] गा 


८ को केन्द्र मान कर .49 के आधे से 
अधिक त्रिज्या ले कर, 48 के दोनों ओर 
एक एक चाप खींचिए। 

9 को केन्द्र मान कर उसी त्िज्या को 9 
लेकर (जैसे चरण | में), 4 के दोनों ओर आकृति 4.6 
दो चाप लगाइए, जो चरण के चापों को ८ । 
और 2) पर प्रतिच्छेद करे। 


क्रो 
च्र्छ 


, रेखा ८४) की रचना कीजिए। 


रेखा ८०) ही 478 का अभीष्ट लम्ब-समद्विभाजक है (आकृति 4.6)। 
4८! -<- 9८! और 470 -- 970 (रचना) 
“ (८ और 7), 49 के लम्ब-समद्विभाजक पर हैं। 
अतः ८५० रेखा खण्ड .498 का लम्ब-समद्विभाजक है। 


प्रश्नगावली 4. 


. 4,8 सेमी लम्बाई का एक रेखाखण्ड खींचिए और उसे समद्विभाजित कीजिए। प्रत्येक 


भाग को मापिए। 


. रूलर और परकार से दिए हुए रेखाखण्ड का मध्य बिन्दु ज्ञात कीजिए। 
. दो दिये हुए बिन्दुओं 4 और #» से होकर जाते हुए और दी हुई त्रिज्या का एक वृत्त 


खींचिए। 
दिए हुए कोण का समद्विभाजक खींचना 


८8.4८' (आकृति 4.7)। 
८29.40' का समद्विभाजक खींचना 


4 को केन्द्र मान कर और कोई त्रिज्या 
लेकर, एक चाप खींचिए जो 44298 और 
4८ को क्रमशः बिन्दु # और (2 पर 
प्रतिच्छेद करे। आकृति 4.7 





ज्यामितीय रचनाएं से 
2. बिन्द्‌ # और ( को केन्द्र मान कर, और जरा /(2 से अधिक त्रिज्या लेकर दो चाप 


खींचिए जो परस्पर बिन्दु /? पर प्रतिच्छेद करें। 
3. किरण 47? की रचना कीजिए। 
किरण 47९, “29.4८! का अभीष्ट समद्विभाजक है। 
उपपत्ति : 5 4777 और ५ 47२0 में, 


4/९ 5- 47२ (उभनिष्ठ) 
4/2 5 402 रचना) 
और //९ ८ (27 (रचना) 
'. 8 47९7 55 5 47२९2 (भुजा-भुजा-भुजा सवांगसम प्रमेय 


अत: ८8,47२ 5-5 ८/२.4९८: 
या किरण 47९ /2.4(' का समद्विभाजन करता है। 


प्रश्नावली 4.2 


), प्रोट्रैक्टर से 0? का एक कोण बनाइए। अब केवल रूलर और परकार की सहायता से 
इसे समद्विभाजित कीजिए। 


रचना 3 : दी हई रेखा के एक बिन्द पर लम्ब खींचना 


दिया है : रेखा 49 पर एक बिन्द 0 है (आकृति 4.8) 
अभीष्ट : 0 से एक रेखा खींचना जो .498 पर लम्ब हो 





आकृति 4.8 
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रचना के चरण : 
. 0 को केन्द्र मान कर और कोई त्रिज्या लेकर एक चाप खींचिए जो रेखा 4४ का £ और # 
पर प्रतिच्छेद करे। 
2, £# और # को केन्द मान कर और समान त्रिज्या लेकर 48 के एक ओर दो चाप लगाइए जो 
परस्पर बिन्दु /? पर प्रतिच्छेद करें। 
3, #0 को मिलाकर बढ़ा दीजिए जिससे कि रेखा /0 प्राप्त हो जाए। रेखा /१९०, 4४ के बिन्दु 
0) पर लम्ब है (आकृति 4.8)। 
उपपत्ति : 0, रेखाखण्ड #77” का मध्य बिन्दु है। (रचना) 
और +क - कप? (रचना) 
“. # और 0 /४ के लम्ब-समद्विभाजक पर हैं। 
अतः /0, #7” का लम्ब-समद्विभाजक है। 
“. /2 |! 479 


प्रश्नावली 4.3 


[. 5 सेमी लम्बाई का एक रेखाखण्ड 49 बनाइए। इस पर एक बिन्दु ऐसा लीजिए कि 
4८ -- 2 सेमी। ८ से होती हुई एक रेखा खींचिए जो .49 पर लम्ब हो। 

2. 4 सेमी लम्बाई का एक रेखाखण्ड .49 बनाइए। उसके प्रत्येक॑ सिरे पर रेखा खींचिए जो 
42 पर लम्ब हो। क्या ये दोनों रेखाएं समांतर हैं? 

3. आयत के गणधर्मों का प्रयोग करके दी हुई रेखा के समांतर रेखा खींचिए जो उससे # दूरी 
पर हो। 


रचना 4: दी हुई रेखा पर, उसके पल स्थित एक 
दिये बिन्दु से लम्ब (रेखा) खींचना 







दिया है: रेखा 490 और एक बिन्दु £ जो 
रेखा 48 पर नहीं है (आकृति 4.9)। 
अभीष्ट : / से एक रेखा खींचना जो .478 पर 


लम्ब हो आकृति 4.9 
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रचना के चरण : 
. 2 को केन्द्र मान कर और सुविधाजनक लम्बाई की कोई त्रिज्या लेकर एक चाप खींचिए जो 
4%# का दो बिन्दुओं (2 और /? पर प्रतिच्छेद करे। ह 
2. क्रमश: (2 और /९ को केन्द्र मान कर और (27? के आधे से अधिक की त्रिज्या लेकर रेखा 49 
के एक ओर / के विपरीत दो चाप लगाइए जो परस्पर बिन्दु ,9 पर प्रतिच्छेद करें। 
3. 29 को मिलाइए और बढ़ा कर रेखा /?९ के रूप में इसे प्रकट कीजिए और मात्र लीजिए 7१५, 
4.9 को बिन्दु ४ पर प्रतिच्छेद करती है। 
रेखा /$ 48 पर अभीष्ट लम्ब है। 
उपपत्ति: ' »0 - 77? 
/९७ -- (28 ' 
' / और ,५ रेखाखण्ड (२ के लम्ब-समद्विभाजक पर हैं 
“ 2, (27 का लम्ब समद्विभाजक है। 
अतः ।//५४ । 408 


(रचना) 
(रचना) 


प्रश्नगावली 4.4 


. एक त्रिभुज 48८ बनाइए। 470 । 8८ की रचना कीजिए। 
रचना 5: दिए हुए कोण के बराबर कोण बनाना 


ड़ 





आकृति 4.0 


दिया है : “8.4(7 और किरण 02 (आकृति 4.0)। 
अभीष्ट :._ किरण 29 की रचना करना जिससे कि, “४07 - /४9.4८ 
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रचना के चरण ऑल बह 
, # की केन्द्र मान कर और कोई त्रिज्या लेकर एक चाप खींचिए जो 48 और ,4 ८: का क्रमश 
# और (0 पर प्रतिच्छेद करे। 
2. 0को केन्द्र मान कर और उसी त्रिज्या की (जैसा कि चरण । में) एक चाप लगाइए जो किरण 
02 का 7२ पर प्रतिच्छेद करे। 
3, / की केन्द्र मान कर और त्रिज्या ।((2 लेकर एक चाप लगाइए जो चरण 2 के चाप का ,9 पर 
प्रतिच्छेद करे। .' 
4. किरण 0७5 खींचिए और इसे (0/ कहिए। । जल 
07 अभीष्ट किरण है जिससे कि “४09 - ८84८! 
उपपत्ति : 5 4722 और 6 0९% में, 
472 + 07, (25८ 025 /ै#2(2- 7२४ (रचना) 
2 470 55 0 075 (भजा-भुजा-भुजा स्वांगसम प्रमेय) 
अतः: ८४०४7 -< ८84८ । 


प्रश्तावली 4.5 


_॥. प्रोट्रैक्टर से 807 का एक कोण बनाइए। अब रूलर और परकार की सहायता से 
निम्नलिखित माप के कोण बनाइए : 


0) 80? (0) 60? . (7) 40? (५) 20० 
रचना 6: रेखा के बाहर स्थित किसी बिन्दु से होती हुई रेखा के समातर रेखा खींचना 





हर 
आकृति 4.] 


दिया है : एक रेखा ,/ और एक बिन्दु £? जो रेखा &४ पर नहीं है (आकृति 4.)। 
अभीष्ट: 7 से 5० के समांतर रेखा खींचना / 
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रचना के चरण 
, '४१ पर कोई बिन्द (2 लीजिए 
2. (2 को मिलाइए 
3. एक किरण /४ ऐसा खींचिए कि /९, रेखा /(2 के उस ओर हो जो ४ से विपरीत दिशा में है 
और ८(77९ 5 ८727 
' 4, किरण //२ को बढ़ा कर रेखा 7२ के रूप में प्रकट कीजिए 
रेखा 7४२ अभीष्ट रेखा है जो /५ के समांतर है (आकृति 4.)। 
उपपीकत्ति:. तिर्यक रेखा /(2 दो रेखाओं ४ और /% का प्रतिच्छेद करती है और इस प्रकार 
एकांतर अन्तः कोण 2४27? और “(277९ बनाती है जो बराबर हैं। 
27? ॥ 7 


प्रश्नतावली 4.6 


]. एक त्रिभुज बनाइए। प्रत्येक शीर्ष से होती हुई सम्मुख भुजा के समांतर रेखा खींचिए। 
रचना 7 : 607 का कोण बनाना। 


दिया है: किरण 0४ (आकृति 4.2)। 
अभीष्ट: ऐसी किरण 07 खींचना जिससे कि “<029 < 60% 
रचना के चरण : 
). 0 को केन्द्र मान कर और कोई त्रिज्या 
लेकर एक चाप खींचिए जो 2४ का बिन्दु 
/ पर प्रतिच्छेद करे। 
2. 7 को केन्द्र मान कर और उसी त्रिज्या को 
(जो कि चरण | में है) लेकर एक चाप 
खींचिए जो पहले चाप का बिन्द (2 पर 
प्रतिच्छेद करे। 
3. 02 को मिलाइए और बढ़ा कर किरण 
0297 की रचना कीजिए। 
८09 अभीष्ट कोण है जिसका माप 
60 है। आकृति 4.2 , 
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उपपत्ति : 


| 


' गणित 
53 070 में हम 
(07 - (005 /(७ '. (रचना) 
. 6 0702, समबाह्‌ त्रिभुज है 
अतः ८४07 -< ८700 < 60 


प्रश्तनावली 44.7 
निम्नलिखित माप के कोण बनाइए : 
() 60" - (0 300 (॥) 20० (५) 5% 


रेखाखण्ड 49 के सिरे पर 90" का कोण 
बनाइए। रचना की व्याख्या कीजिए। 

[संकेत : इस प्रकार की रचना कीजिए जैसा कि 
आकृति 4.3 में दिखाया गया है जिसमें 
472 5 १2 5 (27? और 7९५ ८ (2५] 





निम्नलिखित माप के कोण बनाइए 

() 45 () 22 नर ० 

(0) ॥05? (9४) 75? 

(४) हेड आकृति 4,3 


रचना 8८ दिए हुए रेखाखण्ड को बराबर भागों में विभाजित करना : 


दिया है: 


अभीष्ट : 


एक रेखाखण्ड 49 और एक धन 
पर्णाक #॥ मान लीजिए # 5 
(आकृति 4.4)। हा 
479 को पांच बराबर भागों में 
बाॉटना 





आकृति 4.4 ७, ६ 
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रचना के चरण : 
., : . किरण .4४ खींचिए जिससे कि कोण /94 # बन जाए। 
2. किरण 4४ पर, 4 से प्रारम्भ कर के ऐसे बिन्द 4, 42, 43, 4. और 4५ लीजिए जिससे कि 
44.4 सर 4[2 नई 42243 नर 34 + 4८5 
3. 452 को मिलाइए। 
4. , बिन्दुओं 44, 43, .42, 4। से 4५9 के समांतर रेखाएं खींचिए जो 49 का क्रमश: /2,, 7१, /१ 
और / पर प्रतिच्छेद करती हों। 
तब बिन्दु /,, 2, /ै; और /; अभीष्ट बिन्द हैं जो 49 को पांच बराबर भागों 
4.72, /!/?; 2 )/0, /3/ और 42 में विभाजित करते हे ( आकृति ]4.] 4) | 
उपर्पोत्ति: मान लीजिए 4 से खींची गई रेखा 47% रेखा 4|7) के समांतर है। 
अब .4/%, .47), 4270, 4472, .44/, 45.0 छः: समांतर रेखाएं हैं; और ये रेखाएं 4 ४७ 
पर बराबर अन्त: खण्ड 4.4।, .4.42, 42.43, 43:44, 44४5 बनाती हैं। 
अत्त: वे 48 पर भी बराबर अन्त: खण्ड बनाती हैं। 
इस प्रकार /4/2] ्ण | /2 क्+ 42.20: न /2.7?, प्र 22|॥ 


प्रश्तावली 4.8 


!, 4 सेमी लम्बाई का एक रेखाखण्ड 49 खींचिए। रूलर और परकार की सहायता से इसे 
तीन बराबर भागों में बांटिए। 

2, 5 सेमी लम्बाई का एक रेखा खण्ड 48 लीजिए। रूलर और परकार की सहायता से इसे 
: 2 के अनुपात में बांटिए और लम्बे भाग को मापिए। 

2. सेमी लम्बाई का एक रेखा खण्ड 492 लीजिए। रूलर और परकार की सहायता से .4/ 
को : 2: 3 के अनुपात में तीन भागों में बांटिए। द | 


4.5 त्रिभूज की रचना : साधारण स्थितियाँ 
रचना 9 : त्रिभुज बनाना जब उसकी तीनों भजाएं दी हुईं हों। 
उदाहरण : त्रिभुज 42८ बनाइए, जिसमें 48 -- 4 सेमी, 9८! ८ 5 सेमी ८4 - 3.5 सेमी 


दिया है : 5 472८ में, 
49 +- 4 सेमी, 22 ८ 5 सेमी ८4: न 3.5 सेमी 
अभ्ीष्ट ; 5 4.2८ की रचना करना 
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रचना के चरण : 

. रेखाखण्ड 9८! ८ 5 सेमी खींचिए। 

2, 2 को केन्द्र मान कर, 4 सेमी (-- 42), 
त्रिज्या लेकर, 9८" के एक ओर एक चाप' 
लगाइए। 

3, ८ को केन्द्र मान कर, 3.5 सेमी (८ 4८) 
त्रिज्या लेकर, एक अन्य चाप लगाइए जो 
चरण 2 के चाप का .4 पर प्रतिच्छेद करता का 






हो। $ सेमी ५ # 
, 4. 42 और .4८' को मिलाइए। आकृति [4.5 
5 42८ ही अभीष्ट त्रिभज है। 


उपयत्ति: इसकी उपपत्ति भुजा-भुजा-भुजा स्वांगसम प्रमेय का प्रयोग करके दी जा सकती है। 
रचना 0 : त्रिभज बनाना जेब उसके दो कोण और उनकी अन्‍न्तरित भूजा दी हो। 
उदाहरण : त्रिभुज 49८ बनाइए, जिसमें 2८! <5 5 सेमी, ८8 -- 60? और ८८ ८ 45० हो। 


दिया है : & 49८ में, 
2८ ८ 5 सेमी, ८8 - 60" ८८! <- 457 
अभीष्ट: ०८ 42८ की रचना करना 





आकृति 4.6 
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रचना के चरण : 
!. रेखाखण्ड 9८' - 5 सेमी लीजिए। (आकृति 4.6)। 
2. # पर किरण ४7 खींचिए, जिससे कि “&7997 - 60० 
3, ८ पर, किरण ८2 खींचिए जिससे कि 
८29८2 5८ 45", और किरण ८०, 
किरण 99 का ,4 पर प्रतिच्छेद करे। 
4. < 478८ ही अभीष्ट त्रिभुज है। 
उपपत्ति: इसकी उपपत्ति कोण-भुजा-कोण सर्वांगसम प्रमेय का प्रयोग करके दी जा सकती है। 


रचना [[ : त्रिभूज बनाना जब उसकी दो भूजाएं और उनका अन्तरित कोण दिये हों। 
उदाहरण : त्रिभज 4,82८ बनाइए जब कि 4४8 - 2.5 सेमी, #८' - 3 सेमी और ८9 ८ 60० 


दिया है : 3 422८ में, 
2८ - 3 सेमी, ८8 ८ 60", .48 - 2.5 सेमी 
अभीष्ट : 5 /3९' की रचना करना 
रचना के चरण : 
]. रेखाखण्ड 9८ ८ 3 सेमी खींचिए। 
2. किरण 87 खींचिए जिससे कि ८८97 < 607। 
29 पर बिन्द 4 लीजिए जिससे कि 9.4 5 2.5 सेमी। 
' 4, 4८ को मिलाइए 3 ८ 
४3 48८ ही अभीष्ट त्रिभज है (आकृति 4.7) ,आकृति 4,]7 
उपपत्ति : इसकी उपपत्ति।भुजा-कोण-भुजा स्वागसम अभिगुहीत का प्रयोग करके दी जा सकती है। 


रचना 2 : समकोण त्रिभूज बताना जिसका कर्ण ् एक भजा दी हें। 


उदाहरण : एक समकोण त्रिभज .48८' बनाइए 
जिसका कोण (” समकोण हो और 

जिसका कर्ण 479 <- 5.5 सेमी और 

58३ एक भुजा 8८८ 4.5 सेमी 

| 


- विया है: 05 422८ में 
८८ - 90", 9८ - 4.5 सेमी 
42 ८: 5.5 सेमी छ । 
अभीष्ट: त्रिभुज 48८ की रचना करता. आकृति 4.8 









१ 
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रचना के चरण : 
द !. रेखाखण्ड 9205 4.5 सेमी खींचिए। 
2. 2 पर, किरण (४ खींचिए, जिससे कि 
८8८ ५ए< 90९ 
3, # को केन्द्र मान कर और तिज्या 5.5 
सेमी ( 479) लेकर एक चाप खींचिए जो 
८'ए को 4 पर प्रतिच्छेद करती हो। 
4. 478 को मिलाइए। | 
5 43८ ही अभीष्ट त्रिभुज है (आकृति 
]4.8)। .' 
उपयोत्ति: “इसकी उपपत्ति समकोण-कर्ण-भुजा सवांगसम प्रमेय का प्रयोग करके दी जा सकती 
है। 


टिप्पणी : ध्यान दीजिए कि त्रिभुज की रचना'के लिए, उसके तीन अवयवों की जानकारी होना आवश्यक 
है। () भुजा भुजा भुजा (॥) कोण भुजा कोण (7) भुजा कोण भुजा। यदि केवल तीन कोण दिये हों, तो 
उनसे एक नहीं, अनेक त्रिभुज प्राप्त होंगे। स्थिति (॥) में, जो कोण दिया है, उसकी भुजाओं के अंतरित 
होना आवश्यक है। क्या स्थिति होगी, यदि दो भुजाएं और उन में से एक का सम्मुख कोण दिया हुआ हो? 
आप आसानी से जांच कर सकते हैं कि इस स्थिति में सम्भव त्रिभजों की संख्या, दो, एक या शून्य हो 
सकती है। समकोण-कर्ण-भुजा त्रिभुज रचना, बीच की श्रेणी में आती है, अर्थात्‌ एक त्रिभूज सम्भव है। 
यहां दिया गया कोण, एक समकोण है। 


प्रश्वावली 4.9 


3. 8 48८ की रचना कीजिए, जबकि 87८! - 5 सेमी, 428 - 7.5 सेमी और 
८» - 45० है। शेष दो कोणों को मापिए। 

2. ४ 42८ की रचना कीजिए, जहां 29८ <- 5.2 सेमी, /8 - 45? और ८(! ८ 60" 

. शीर्ष 4 से लम्ब खींचिए और इसे मापिए। 

3. “5 (2४ की रचना कीजिए जहां /(2 < 5 सेमी, (27? 55 6 सेमी और ४२ ८ 7.5 
सेमी। शीर्ष £ से माध्यिका खींचिए और इसे मापिए। 

4. एक समकोण त्रिभुज बनाइए, जिसमें कर्ण की लम्बाई 5.8 सेमी, और एक भुजा की 
लम्बाई 4.] सेमी है। तीसरी भूजा मापिए। 

5. समद्विबाहु त्रिभुज बनाइए जिसका आधार 3.6 सेमी और शीर्ष कोण 30" हो। 
[संकेत : प्रत्येक आधार कोण 55 757] 
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6. एक त्रिभुज बनाइए जिसकी भुजाएं 3.6 सेमी, 3 सेमी और 4.8 सेमी हैं। सब से छोटे 
कोण का समद्विभाजक़ खींचिए 

7. 848८ की रचना कीजिए जहां 80 5 7.5 सेमी, 4८ 5 6सेमी और 2८! 5 05"हैं। 
“4 और ८४ के समद्विभाजक खींचिए और उनका प्रतिच्छेद बिन्द्‌ 0 ज्ञात कीजिए। 
८204 मापिए 


4.6 त्रिभुज़ों की रचंना : कुछ जटिल स्थितियां 


रचना 3: त्रिभूज बनाना जिसका आधार 5 सेमी, अन्य दो' भूजाओं का योग 7.5 सेमी और एक आधार 
कोण 60 हो; 


दिया है : & 48८ में, 48 + 4८ - 7.5 सेमी, 72 ८ 5 सेमी और /.48(' 60० 
अभीष्ट: त्रिभज 48८ की रचना करना 

[विश्लेषण : एक त्रिभुज 42८ बनाइए। उसमें 
८29 ८ 60", 9८! - 5 सेमी लीजिए। इस से ज्ञात 
होता है कि भजा 9८' और किरण 28.4 तो तरन्त खींच 
सकते हैं। हमें ज्ञात है कि 8.4 + 4(/ -- 7.5 सेमी। 
8.4 को 20 तक ऐसा बढ़ाइए कि 470 + 4८। 
58/ - 7.5 सेमी लीजिए और 70८ को मिलाइए। 














क्योंकि 470 55४८, अतः बिन्दु 4, 70८ के _# कि 2 फ८+- 
समद्विभाजक पर होगा।] ० ८ न 
रचना के चरण : _ न 


]. रेखा खण्ड 9८' ८ 5 सेमी खींचिए। 
2. किरण 87 खींचिए जिससे 
कि ८८77 - 60" 
3. 87 पर ऐसा बिन्दु 0 लीजिए 
जिससे कि 870 5८ 7.5 सेमी, त्ज््त 
020८ को मिलाइए आकृति 4.9 





4. 0८ का लम्ब-समद्विभाजक खींजिए, जो /970 का बिन्द 4 पर प्रतिच्छेद करे। 
5. 4८ को मिलाइए 
5 42८ ही अभीष्ट त्रिभुज है। (आकृति 4.9) 


रचना [4 : त्रिभूज की रचना करता जिसका परिमाप 0.5 सेमी और आधार कोण 607 और 457 हों। 
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५२ 


है 
/ 


५ /, 
"3. १६ 
द आकृति 4.20 


वियाहै:.. & 4792 में /8- 60%, ८८ -- 457 और 49 + #८' + ८४० € 0.5 सेमी। 
अभीष्ट : त्रिभुज 49८ की रचना करना 

[विश्लेषण : मान लीजिए आपके द्वारा बनाया गया & 48८ अभीष्ट त्रिभज है। इसमें 0.5 सेमी _ 
लम्बाई का रेखाखण्ड कौन-सा है? 8८' को दोनों ओर बढ़ाइए और उस पर ऐसे बिन्दु / और 2 
लीजिए कि 7४% - 48 और ८22 5 4८ तब (2 ८5 0.5 सेमी। 4/? .4(2 को मिलाइए। ध्यान 
दीजिए कि ८, 40 के लम्ब समद्विभाजक पर होगा और » 49 के लंब समद्विभाजंक पर। इसलिए यदि 
हम /& 4/(2 की रचना कर सकें तो 2 ८" की रचना करना कठिन नहीं। 6& 4/0 में /(2 ८ 0.5 


सेमी और क्या पता लगाना है? ८4709 - ८7247 -- जे >< 607] 
रचना के चरण : 
[, 2(22- 0.5 सेमी खींजिए। 
2, 2 से होते हुए किरण #7 खींचिए जिससे कि ८०(2 +- -. »८ 60० 
3. ९ से होते हुए किरण (22 खींचिए जिससे कि “2027 ८ --- »< 45०; और जो /?४ का .4 
पर प्रतिच्छेद करे। 


4. 47 और 4(? के लम्ब-समद्विभाजक खींचिए जो /2 को क्रमशः बिन्दु # और ८ पर 
मिलें। 8.48८ ही अभीष्ट त्रिभुज है। (आकृति 4.20) 
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उपपत्ति:.. 485 7% 4८ ८ ८0 | (रचना) 
“ कक न 8८ + (4 5 9 + 2८ + ८९० 5 0.5 सेमी 
८42८ हे 8 पर >< 60? -- 60९ 
इसी प्रकार, ८8८..4 ८ 45० 


रचना 45 : त्रिभज 489८! बनाइए जिसमें 9८" --4 सेमी, 4797 ८ 5 सेमी और माध्यिका 
87 + 3.5 सेसी हो। 


45 





आकृति 4.2]' आकृति 4,22 


दिया है : 5& 489८ में 4.0 -- 5 सेमी, 9८ -- 4 सेमी, माध्यिका 8८ ८ 3.5 सेमी 

अभीष्ट : & 4/72८' की रचना करना 

[विश्लेषण : 4.8 2८' और माध्यिका 8/: की लम्बाई दी हुई है। आएए हम ऐसे ज़िभज की खोज करें 
जिसकी तीनों भुजाएं निर्धारित की जा सकें। यदि /2, 2८ का मध्य बिन्दु हो, तो & 8/2/ ऐसा ही एक 
त्रिभुज है (आकृति 4.2), क्योंकि /28 +- प्र 49 हमें ज्ञात है। अतः # निर्धारित हो जाने पर 4 को 
आसानी से निर्धारित किया जा सकता है। इस तरह & ,4/8८' निर्धारित हो जाता है।] 

रचना के चरण : 

29८ - 4 सेमी खींचिए। 

2८ को बिन्दु 70 पर समद्विभाजित कीजिए | 

9 को केन्द्र मान कर और 3.5 सेमी की लिंज्या लेकर एक 77 लगाइए। 


4 . दम जेवर एफ अम्प चाप तगा६ ए 
0 को केन्द्र मान कर और 2,5 सेमी (८ "7 22) की निय्या जेकर एक अजज्प चाप तगाइए 


"अर आज आक 
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जो पहले चाप का बिन्दु £ पर प्रतिच्छेद करता हो। 
5. ८7% को मिलाइए और इसे .4 तक बढ़ाइए जिससे कि £4 +- ८ 
6. 49 को मिलाइए। 

& 4792८ ही अभीष्ट त्रिभुज है। (आकृति [4.22) 


प्रश्तावली 4.0 


]. एक समबाह जिभुज बनाइए जबकि इसका एक शीर्ष-लम्ब 3.2 सेमी लम्बा हो। 

2. एक समकोण त्रिभज बनाइए, जबकि उसके कर्ण पर शीर्ष लम्ब 5 सेमी लम्बा हो और 
उसका एक न्यून कोण 30" का हो। 

3, तबिभुज 49८" बनाइए, जबकि 4.8 -- 4 सेमी, 4८7 -- 3 सेमी, और भुजा 8८! पर 
शी८ लम्ब 2,5 सेमी लम्बा हो। 

4. एक त्रिभुज बनाइए जबकि आधार के कोण 457 और 60" हों और आधार पर शीर्ष 
लम्ब 2 सेमी लम्बा हो। 

5. त्रिभुज 479८ बनाइए, जिसमें 8८ -- 4.5 सेमी, 49 - 3 सेमी, और शीर्ष लम्ब 
47) -- 2.5 सेमी। 

6. एक त्रिभुज बनाइए जिस का परिमाप 3.5 सेमी हो और तीनों भजाओं में 2: 3: 4 का 
अनपात हो। 

7. त्रिभुज 48८ बनाइए जबकि 9८ - 4 सेमी, ८8 --75? और मसाध्यिका ४0 + 3.2 
सेमी। 


4.7 विशेष प्रकार के चत्‌र्भुजों की रचना 


रचना 6: समातरचतुर्भूज बनाता जब उसकी दो क्रमागत भूजाएं और उनके बीच का कोण दिये हों। 


उवाहरण : समांतरचतर्भज 47८70 बनाइए, जबकि 4 ८ 5.6 सेमी, 47) -- 4 सेमी और 
८.4 55 60९ 

दिया हैः. समांतरचतुर्भज 48८7 में 48 -- 5.6 सेमी, 470 ८ 4 सेमी और ८4 - 60" 
अधभीष्ट समातरचंतर्भज (८४) बनाना 


(विश्लेषण : समांतरवतर्भुज की सम्मुख भुजाएं बराबर होती हैं। इस प्रकार हमें चत॒र्भज की चार 
भुजाएं और एक कोण ज्ञात हैं।] 
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5.6 सेमी 


आकृति 4.23 


रचना के चरण : 
रेखा खण्ड .477 -5 5.6 सेमी खींचिए। ! 
किरण ४४ खींचिए जिससे कि ८84 ४ 55 60९ | 
किरण .49 पर बिन्दु /2 लीजिए जिससे कि 470 -5 4 सेमी। द 
9 को केन्द्र मान कर और .47) के बराबर तजिज्या लेकर 49 के उस ओर एक चाप लगाइए 
जिस ओर 7 है। 
5. ॥) को केन्द्र मान कर और .49 के बराबर त्रिज्या लेकर एक अन्य चाप लगाइए जो चरण (4) 
के चाप का बिन्द ८? पर प्रतिच्छेद करे। 
6. 2८ और /2८' को मिलाइए 
42८7) अभीष्ट समांतरचतुर्भज है। (आकृति 4.23) 


वन लीला 


प्रश्नावली !4.] 


[. एक समांतरचत॒र्भज बनाइए जिसकी दो क्रमागत भुजाएं 4.5 सेमी और 3.6 सेमी लम्बी 
हों और उनके बीच का कोण 757 का हो। 

2. एक समांतरचतर्भज बनाइए जिसकी दो भुजाएं 4 सेमी और 2.5 सेमी लम्बी हों और 
उनके बीच का कोण 05 का हो। | 
केवल रूलर और परकार की सहायता से उसकी 4 सेमी लम्बी भुजा पर एक शीर्ष से 
लम्ब डालिए 

3, एक आयत बनाइए जिसकी क्रमागत भुजाएं 5 सेमी और 3.5 सेमी लम्बी हों। 
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4. केवल रूलर और परकार का प्रयोग करके 2 सेमी भुजा का एक वर्ग बनाइए। 
5. एक समचतुर्भज की प्रत्येक भुजा 3.4 सेमी लम्बी है और उसका एक कोण 45० का है। 
समचतुर्भज की रचना कीजिए। 


रचना 7 : समातरचत्‌र्भूज बनाना जब उसकी दो क्रमागत भुजाएं और एक विकर्ण दिये हों। 


उदाहरण : एक समांतरचतर्भज बनाइए जिसकी भजाएं 3 सेमी और 2.6 सेमी लम्बी हों और जिसका 
एक विकर्ण 4 सेमी लंबा हो। 


दिया है; समांतरचतुर्भज 49८7) में 
48 - 3 सेभी, 7) -- 2.6 सेमी और 8९? - 4 सेमी। 
अभीष्ट : समांतरचतुर्भज .48८५) की रचना करना। 
[विश्लेषण : समांतरचतुर्भज की सम्मुख भूजाएं बराबर होती हैं। अतः हमें चार भुजाएं और एक विकर्ण 
ज्ञात हैं। 49, 2८" और 4८ से & 49८ बनता है। 48 -- 3 सेमी, #८' -- .,4/0 -- 2.6 सेमी और 
40८ ८ 4 सेमी।] 
रचना के चरण : 
.. 4८ 4 सेमी खींचिए। 
2. 4 और ८ को केन्द्र मान कर और 3 सेमी की त्रिज्या लेकर 4८" के दोनों ओर एक चाप 
लगाइए। | | 
3. ८'और 4 को केन्द्र मान कर और 2.6 सेमी की त्रिज्या लेकर, दो चाप लगाइए जो चरण 2 के 
चापों को बिन्द्‌ 9 और / पर प्रतिच्छेद करते हों। 
4. 48, 8८, (7 और ४04 को मिलाइए। 478८7) अभीष्ट समांतरचतुर्भज है। 
(आकृति 4.24) 





आकृति 4,24 
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प्रश्गावली 84,2 


!. समांतंरचतुर्भज 48८४0 बनाइए जिसमें ७8 5: 3 सेमी, ' 80 - 5 सेमी और 
&(' -+ 4 सेमी। 
... केवल रूलर और परकार की सहायता से दो क्रमागत कोणों के समद्विभाजक खींजिए। 
. , 2. एक समांतरचतर्भज बनाइए जिसकी दो भुजाएं 3.7 सेमी और 4 सेमी लम्बी हों और 
' एक विकर्ण 6.] सेमी लम्बा हो। 
3, एक समचतर्भज बनाइए जिस की एक भजा 6 सेमी लम्बी और एक विकर्ण 8 सेमी लम्बा 
'.हो। दसरे विकर्ण की लम्बाई मापिए 
4. एक आयत बनाइए जिसकी एक भुजा 5 सेमी लम्बी और एक विकर्ण 6.8 सेमी लम्बा 
हो। 
5. समचतुर्भज 49८70 बनाइए जिसमें 48 <- 8८ ८: ,4८' ८ 3 सेमी हो। 
6. एक आयत बनाइए जिसकी एक भूजा 3.5 सेमी लम्बी है और इस भुजा और विकर्ण के 
बीच का कोण 30० का हो। 


रचना 8 : एक समांतर चत॒र्भज बनाना जबकि उसके दो विकर्ण और उनके बीच का कोण दिया हुआ 

ही। 

उदाहरण : एक समांतरचत्‌र्भज 48८70 बनाना जबकि 4८ 55 7.2 सेमी तथा 870 -- 5.4 सेमी और 

विकर्णों के बीच का कोण 30" का हो। 

दिया है: एक समांतर चतुर्भज 429८7) में 4८: - 7.2 सेमी, 8270 55 5.4 सेमी तथा 4? और 
. » 7 के बीच का कोण 30 का है। 





छः / 





आकृति. 4.25 
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अभीष्ट: समांतरचतुर्भज बनाना । 
[विश्लेषण : समांतरचतुर्भुज के विकर्ण एक दूसरे को समद्विभाजित करते हैं। यदि 4८: और #/ बिन्दु 
0 पर प्रतिच्छेद करते हों तो 40 -- 0८, 80 ८ 072 और ८4098 5८ 307] 
रचना के चरण : 

3. 4८ - 7.2 सेमी खींजिए और इसे 0 पर समद्विभाजित कीजिए। 

2, एक ऐसी किरण 0९ खींचिए जिससे कि “4007 - 307 

3. किरण 09 को बढ़ाइए जिससे कि रेखा ?'2५ बने। 


4, 0 को केन्द्र मानकर और 2.7 सेमी (- » 5.4) की त्रिज्या लेकर चाप खींचिए जो रेखा 
7०2४ का 9 और /) पर प्रतिच्छेद करते हों। 
5. 48, 8८, ८70 और 704 को मिलाइए। 
48८70 अभीष्ट समांतरचतुर्भज है। (आकृति 4.25) 


प्रश्वावली 4.3 


।. एक समांतरचतुर्भुज बनाइए जिसके विकर्ण 3.6 सेमी व 4.8 सेमी लम्बे हों और जिनके 
बीच का कोण 60" का हो। 

2, एक आयत 479८४) बनाइए जिसमें 4८” ८ 4.5 सेमी और दो विकर्णों के बीच का कोण 
30" का हो। 

3. एक समचतुर्भुज बनाइए जिसके विकर्ण क्रमशः 4 सेमी और 6 सेमी लम्बे हों। 

4. एक वर्ग बनाइए जिसका एक विकर्ण 5 सेमी लम्बा हो। 


रचना 9 : समलम्ब बनाना जबकि इसकी चारों भुजाएं दी हों और समातर भुजाएं संकेतित हों। 


उदाहरण : समलम्ब 49८70 की रचना कीजिए जबकि 48 ॥ ८०) 478 - 4 सेमी, 
38८ 5 2.3 सेमी, ८7४2 - 2.8 सेमी और 470 - .9 सेमी। 
दिया है: समलम्ब 4४80५) में, 4४ | ८7), 
49 - 4 सेमी, 8८ - 2.3 सेमी, 
. ८४0 5 2.8 सेमी और 470 + .9 
सेमी। 
अभीष्ट : समलम्ब .47८70 की रचना 
करना आकृति 4.26 
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[विश्लेषण : यहाँ न तो कोई कोण दिया गया है और न ही ऐसी तीन भुजाएं जिनसे त्रिभुज बनती हैं। 
6 (४), परन्त 48 - (४) इस से यह पता चलता है कि 48 पर एक ऐसा बिन्द 7 ले सकते हैं 
जिससे कि 478 5 ८४०0 5 2.8 सेमी। इस प्रकार 47८४2 एक| होगा और ८४ - 470 - /.9 सेमी । 
क्या आप (7 बना सकते हैं? हां बना सकते हैं और तब ||/” 48८५0 सरलता से बनाया जा सकता 


है।] 


रचना के चरण 


हर 
60 
६ 


4. 


रेखाखण्ड 49 - 4 सेमी खींचिए 
किरण 49 पर बिन्द #/ लीजिए जिससे कि 477 -- 2.8 सेमी। ' 
7 और 9 को केन्द्र मान कर और क्रमश: .9 सेमी और 2.3 सेमी की त्रिज्याएं ले कर दो चाप 
खींचिए जो परस्पर बिन्दु ८ पर प्रतिच्छेद करते हों। 
4 को केन्द्र मान कर और .9 सेमी की त्रिज्या लेकर रेखा 498 के (" की ओर एक चाप 
लगाइए 

को केन्द्र मान कर और 2.8 सेमी की त्रिज्या लेकर, एक चाप लगाइए जो चरण 4 के चाप 
का /) पर प्रतिच्छेद करता हो। 


, 02 ८79 और 704 को मिलाइए। 


472८7) ही अभीष्ट समलम्ब है। (आकृति 4.26) 


प्रश्नावली 4.4 


, समलम्ब 478८7) बनाइए जिसमें 42 | ८7), 48 ८ 5 सेमी, 8८ - 3 सेमी, 


470 ८ 3.3 सेमी और समांतर भुजाओं के बीच दूरी 2.5 सेमी हो। 


, समलम्ब 48८४0 बनाइए, जिसमें 48 || ८7), 48 5 4.5 सेमी, 8८' ८-5 2.2 सेमी, 


८५४0 - 2.8 सेमी और 470 -- .9 सेमी। 


।, समलम्ब .47८70 बनाइए जिसमें 48 || ८7), .48 ८ 5 सेमी, 4/0 5 3 सेमी, 


25८! - 2.8 सेमी और ८4 ८ 60? 


44,8 तुल्य-क्षेत्रफल वाली आकृतियों की रचना 
रचना 20 : एक दिए हुए चतुर्भुज के क्षेत्रफल के बराबर क्षेत्रफल वाले त्रिभूज की रचना 
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कि 9 | 2 हर 
आकृति ]4.27 


दिया है: एक उत्तल चतर्भज 429८7 
अभीष्ट :. चतर्भज 48८97 के तल्य-क्षेत्रफल वाला त्रिभुज बनाना। 
[विश्लेषण : आपको याद होगा कि यदि दो त्रिभूुज एक ही आधार पर और एक ही समांतर रेखाओं के 
बीच हों तो उन का क्षेत्रफल बराबर होता है। इस से पता चलता है कि चतुर्भुज के क्षेत्र को दो त्रिभुजीय 
क्षेत्रों में बांट देना ठीक होगा। 970 को मिलाइए। हम ७ 2870८ के स्थान पर ऐसा त्रिभज लेना चाहेंगे 
जिसका आधार 2/ हो और क्षेत्रफल में ७ 872८ के बराबर हो। ८ से होती हुई 870 के समांतर एक 
रेखा खींचिए।] 
रचना के चरण 

). 27 को मिलाइए 

2. ८ से होती हुई रेखा ८४ ॥ 2870 खींजिए जो रेखा .4/ का बिन्द # पर प्रतिच्छेद करे। 

3. 7 को मिलाइए 

6 4%7 अभीष्ट त्रिभुज है (आकृति 4.27)। 
उपपत्ति : क्षेत्रफल (5 709८) > क्षेत्रफल (8 70877) (क्यों?) 
अब क्षेत्रफल ([] 48८70) - क्षेत्रफल (8 70498) + क्षेत्रफल (७ 708८) 
- क्षेत्रफल (& /20.48) + क्षेत्रफल (७ 7087) 
> क्षेत्रफल (6 47४70) 

टिप्पणी : . ध्यान दीजिए कि जो त्रिभुज हम ने ऊपर बनाया है केवल यही एक सम्भव त्रिभज 

नहीं है। ऊपर की आकृति में हम ने भुजा ,4/0 को वैसे का वैसा रखा और .49 की बढ़ाया। हम 

इसी प्रकार, किन्हीं दो अन्य क्रमागत भूजाओं को लेकर रचना कर सकते हैं और प्रत्येक स्थिति में 

एक अन्य त्रिभुज प्राप्त करेंगे जो क्षेत्रफल में दिये हुए चतृर्भज के बराबर होगा। 

2, ऊपर दी गईरचना एक व्यापक विधि का उदाहरण है। हमने [49८70 के स्थान पर ऐसे 

त्रिभुज की रचना की है जो क्षेत्रफल में इस के बराबर था, परन्तु जिसकी एक भुजा दिए हुए, 
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चतुर्भज की शेष भुजाओं में से एक भुजा के सरेखीय थी। इसी प्रकार से हम एक चत्‌र्भुज की. 
रचना कर सकते हैं जो क्षेत्रफल में एक दिये हुए पञचभज के बराबर हो; और व्यापक रूप मे, 
(४ -: ) भुजाओं वाले बहुभुज की रचंना की जा सकती है जो क्षेत्रफल में दिए हुए # भुजाओं 
वाले बहुभुज के बराबर हो। इस प्रक्रिया को जारी रखते हुए हम अंत में एक त्रिभुज प्राप्त कर ' 
सकते हैं जो क्षेत्रफल में एक दिए हुए बहुभुज के बराबर हो। 


प्रश्नावली 4.5 


. आधार ७8 - 4 सेमी लेकर चतुर्भज 48८72 बनाइए जिस में 470 -- 70८ 
,न+ 3 सेमी, 870 -- 4 सेमी और 9४८ --5 2 सेमी। .48 को बढ़ाकर उस पर एक त्रिभुज 
बनाइए, जो क्षेत्रफल में चतुर्भज के बराबर हो। 

' 2, चत॒र्भज 48८72 बनाइए, जिस में .4/8 -+ 5.2 सेमी, 8८! 5८5 6.4 सेमी, ८४० -- 7.2 
सेमी और ८8 -5 ८८ ८ 907? 48 को एक भुजा मान कर एक त्रिभुज बताइए जो 
क्षेत्रफल में चतुर्भुज के क्षेत्रफल के बराबर हो। 

3. एक चतुर्भज .4.8८70 बनाइए जिसमें 48 55 5 सेमी, 8८! ८5 7.5 सेमी और कोण .4, 
8 और 70 क्रमश: 257, 70? और 95० के हों। एक त्रिभुज बनाइए जिसकी एक भूजा 
8८ हो और जो क्षेत्रफल में चतुर्भुज के क्षेत्रफल बराबर हो। 
त्रिभूज की शेष दो भुजाएं मापिए। 


अध्याय 45 


रैखिक समभिति 


5.। भूमिका ' 
हमने कई ज्यामितीय संकल्पनाओं जैसे रेखाओं का समांतर होना, रेखाओं का संगामी होना, आकृतियों 


. की सवांगसमता, इत्यादि का अध्ययन किया है। इन ज्यामितीय संकल्पनाओं के अध्ययन करने का एक 


प्रमूख कारण यह है कि हम इन संकल्पनाओं को अपने आस पास की प्रकृति में देखते हैं। इसलिए, पह 
आवश्यक है कि हम इन्हें समझें, ताकि जहाँ आवश्यकता पड़े हम इनका प्रयोग कर सकें। 
'सममभिति' ($५॥7079) एक अन्य महत्वपूर्ण ज्यामितीय संकल्पना है जो प्रकृति में बहुतायत 
में देखने को मिलती है और जिसका सर्वांगसमता के साथ निकट का सम्बन्ध है। हमारा अपना शरीर एक 
सममित पिण्ड है। इसी प्रकार बहुत से पौधे और पशु भी अपनी आकृति में सममिति प्रदर्शित करते हैं। 


यह भी पाया गया है कि क्रिस्टलों में अणुओं/परमाणुओं का विन्यास भी सममिति है। वास्तुविद्‌ और 


: उसे रैखिक समप्तिति (76 5श॥॥०79) कहते हैं। 


लत 


अन्य डिज़ाइन अभियत्ता अपने कार्य में सममिति के गुणधर्मों का बहुत अधिक प्रयोग करते हैं। 
सममिति कई प्रकार की होती है। इस अध्याय में हम जिस प्रकार की समिति का अध्ययन करेंगे, 


5.2 सममित आकृतियां 
आकृति 5. में, एक बालक के चेहरे पर केवल एक 
आंख दिखाई गई है। दूसरी आंख को अभी चित्रित करना है। आकृति 5.] 


आकृत्ति 5.2 में, कुछ विद्यार्थियों द्वारा परे किये गए चित्र दिखाये गए हैं। आप के विचार में 
किन-किन चित्रों में आंख ठीक प्रकार से चित्रित की गई है? अन्य चित्रों में क्या त्रृटि है? 








घी). आकृति 5.2 (ग) 
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हमे सब जानते हैं कि आंखें ,नाक के सापेक्ष सममित प्रकार से स्थापित होती हैं। इस दाक्‍्य से कि, 
'आंखें नाक के सापेक्ष, सममित प्रकार से स्थापित होती हैं आप क्या समझते हैं? सामान्य मनृष्य की 
भाषा में, हम कह सकते हैं कि आंखें नाक से बराबर दूरी पर हैं और दोनों आंखें एक ही स्तर पर हैं। 

हम देखते हैं कि आकृति 5.2 (घ) में आंखे ठीक-ठीक चित्रित हैं। इस आकृति को फिर ध्यान से 
देखिए। मान लीजिए हम एक कागज के पन्‍ने को (जिस पर आकृति बनी है) नाक (रेखा) के साथ मोड़ 
कर तह (शिकन) कर लें तो चेहरे की आकृति इस तह (शिकन | से दो भागों में बंट जाएगी। यदि हम पन्ने 
को फिर शिकन के साथ मोड़ें तो इन दो भागों की क्या स्थिति होगी? ये दोनों भाग पूर्ण रूप से एक दूसरे 
को ढक लेंगे अर्थात्‌ सपाती होगे। दोनों आंखें भी संपाती होंगी। यदि अन्य चित्रों (क), (ख), (ग) और (ड) 
को इसी प्रकार तह करें तो क्या आंखें परस्पर संपाती होंगी? नहीं। क्या आपके अनुसार चित्र (क), (ख), 
(ग), और (ड) ठीक से चित्रित किये गए हैं? नहीं। 

हम कहेंगे कि आकृति 5.2 (घ) में दिखाया गया चेहरा एक सममित आकृति है। यह किसी न 
किसी एक रेखा (यहां, नाक रेखा) के सापेक्ष सममित है। अतः चेहरा एक रेखा के सापेक्ष सममित है या 
हम कह सकते है कि चेहरे की रैख्िक सममिति है। 

अंतर्ज्ञात द्वारा (अनुभव के आधार पर) आपको सममिति' और सममित आकृतियों के बारे में 
कछ धारणाएं पहले से ही हैं। आकृति 5.3 में दिखाये गए पत्ते के बारे में आप क्या कहेंगे? क्या यह 
सममित है? ऐसा क्यों है? क्या इसकी व्याख्या आप कर सकते हैं? आकृति 5.4 में दिखाये गये पत्ते के 
बारे में क्या कहेंगे? क्या यह सममित है? ऐसा क्यों नहीं है? क्या इसकी व्याख्या आए कर सकते हैं? 





<८5्छ 5.3 या 5.4 


आकृति 5.5 को देखिए। यदि पन्ने को 4.9 के साथ साथ तह करें तो आकृति के (49 द्वारा बनाये 
गए) दोनों भाग परस्पर संपाती होंगे? अतः हम कह सकते हैं : 

"आकृति 5.5 का चित्र सममित है और ,48 उसका सममिति अक्ष (83॥8 0 5णए०ाए) है. । 

कोई आकृति तब सममित आकृति होती है, जबकि आकृति के समतल में एक ऐसी रेखा / हो, कि 
आकृति को / के साथ साथ तह करने पर आकृति के दोनों भाग परस्पर संपाती हो जाते हों। रेखा / को, 
आकृति की सममिति अक्ष (४003 | $श्7८7४) कहते हैं। 

आकृति 5.6 को देखिए। यह एक सममित आकृति है। / और »# रेखाएं दोनों ही इसके सममिति 
अक्ष हैं। द ि 
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इस प्रकार, एक सममित॒ आकृति के एक से अधिक सममित्ति अक्ष हो सकते हैं। 
सममित आकृतियाँ बनाने की कुछ रोचक विधियाँ हैं। ऐसी दो विधियों का वर्णन हम यहाँ कर रहे 
हैं | श + । 





आकृति 5.5 | आकृति 5.6 


विधि ] ( ' 
कागज का एक टुकड़ा लीजिए, उसे तह कीजिए और तह का निशान डाल दीजिए। कागज को खोलिए 
और उस निशान पर स्याही की एक बुंद डाल दीजिए और कागज को दबारा तह कीजिए। इस स्थिति में; 
कागज को आहिस्ता से दबाइए ताकि स्याही चारों ओर फैल जाए। अब कागज को खोलिए। आप देखेंगे 
कि कागज पर जो विचित्र आकृति बनी है वह सममित आकृति है, तह का निशान इसका सममिति अक्ष 
है (आकृति 5.7)। इन आकृतियों को कभी-कभी स्याही के दानव' भी कहते हैं। (इन्हें हमें 'स्याही का 
देव' क्यों नहीं कहना चाहिए?) 





आकृति 5.7, 


रैखिक सममिति 309 
विधि ॥ा 

कागज का एक टुकड़ा लीजिए, इसे तह कीजिए और तह का निशान डाल दीजिए। तह किये हुए कागज 

के नीचे एक कार्बन पेपर रखिए, जिसका कार्बन वाला भाग ऊपर की ओर हो। अब, अपनी पैंसिल 
लीजिए। तह के निशान पर के किसी बिन्दु से आरम्भ कर कोई चित्र बनाइए जो तह के निशान पर के 
एक बिन्दु पर आकर समाप्त करें। कागज को उठाइए और इसे खोल दीजिए। आप देखेंगे कि कागज पर 
एक सममित आकृति बनी है और तह का निशान इस आकृति का सममिति अक्ष है (आकृति 5.8)। 





आकृति 5.8 


अभीत्तक आपने एक ही आकति लेकर, यह विचार किया है कि वह आकृति सममित है या नहीं? और 
पदि सममित है तो इसका सममिति अक्ष क्‍या है? इत्यादि। आइए चेहरे की आकृति की दोनों आंखों पर 
हम फिर से विचार करें। हम देखते हैं कि दोनों आंखें नाक के आपेक्ष सममित हैं। हम यह भी कह सकते हैं 
कि नाक के सापेक्ष प्रत्येक आंख दूसरी आंख के सममित है। इससे हमें, किसी रेखा के सापेक्ष दो परस्पर 
सममित आकृतियां परिभाषित करने में सहायता मिलेगी। 

अंतर्ज्ञान से, हम कह सकते हैं कि काग़ज़ पर दो आकृतियां 7” और #* एक रेखा । के सापेक्ष, 
परस्पर सममित होती हैं' यदि कागज को / के साथ साथ तह करने पर आकृतियां संपाती हो जाती हों। 
(आकृति 5.9) 

यदि एक समतल में , एक आकृति #' और एक रेखा । दी हुई हों, तो । के सापेक्ष, /” के सममित, एक ' 
आकृति #” की रचना हम कर सकते हैं। एक विधि का वर्णन आगे दिया है। 
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आकृति 5.9 


उस कागज को, जिस पर #' और । हैं, / के साथ साथ तह कीजिए और तह का निशान डाल 
दीजिए। कागज को इस प्रकार रखिए कि आकृति #” ऊपर की ओर हो। तह किये हुए कागज के नीचे एक 
कार्बन पेपर रखिए जिस का कार्बन वाला भाग ऊपरी ओर हो। कागज की दढ़ता से थाम कर, पैंसिल 
द्वारा आकृति #' को ट्रेस कीजए। अब कागज को खोल कर दीजिए। कार्बन द्वारा बनी आकृति ही, 
अभीष्ट आकृति |” है। रेखा / के सापेक्ष, आकृति #', आकृति #'के सममित है (आकृति 5.0)। 





आकृति 5.0 
कागज के टुकड़े को जिस पर #, #” और / बने हैं, मेज पर राखिए (आकृति 5.)। एक समतल 
दर्पण को रेखा / के साथ रखिए, जिससे कि इस में आकृति /” का प्रतिबिम्ब देखा जा सके। दर्पण में 
आकृति /' के प्रतिबिम्ब देखिए और इसकी तुलना आकुति #” से कीजिए, जो आपने पहले बनाई थी। 
आप क्या देखते हैं? । 


रेखिक सममिति ' 3]] 


टिप्पणी : दी हुई आकृति के सममित आकृति को, कई बार, निर्दिष्ट आकृति का दर्पण प्रतिबिम्ब 
(77770 ॥7886) भी कहते हैं। इस प्रकार कोई आकृति और उस का दर्पण प्रतिबिम्ब, दर्पण के 
सापेक्ष, परस्पर सममित होते हैं। 





आकृति 5,] 


प्रश्तावली 5. 


!. नीचे की प्रत्येक आकृति में एक अतिरिक्त बिन्दुकित रेखा दिखाई गई है। ध्यान से 
देखिए, आकृति का नाम बताइए और बताइए कि आकृति, बिन्दुकित रेखा के सापेक्ष, 
सममित है कि नहीं। 





(ख) (ग) हि 


हु 
(क) , आकृति 5.2 


"32. गणित 


2. नीचे की आकृतियों में (क) एक समद्विबाह जिभुज, (ख) एक समबाह तिभुज और 
(ग) एक विषमबाहु त्रिभुज. है। 
प्रत्येक स्थिति में बताइए कि कया त्रिभुज, सममित आकृति है? यदि त्रिभुज सममित है तो 
सममिति अक्षों की संख्या बताइए और उन्हें बिन्दुकित न्द्कित रेखाओं से प्रकट कीजिए 


0 2 


आकति 5.3 


3. नीचे की प्रत्येक आकृति में, बताइए कि, | 
() क्‍या आकृति सममित है? और यदि हां तो (8) सममिति अक्षों की संख्या कितनी 





(ग) 





है? और समभिति अक्षों को प्रकट भी कीजिए 
(क) ; 
आकृति 5.]4 


4. नीचे की प्रत्येक आकति पर प्रश्न 3 को पनः कीजिए। (ध्यान रखें कि शीर्षों के निकट 
दिखाए गए चाप, आकृति के अभिन्‍न भाग हैं। 


८ ८) ८४» 


थे) आकृति 5.5 . 


रैखिक सममिति 3[3 


5. वृत्त का प्रत्येक व्यास उस वृत्त का एक सममिति अक्ष होता है। नीचे की प्रत्येक आकृति 
में या तो एक वृत्त है या वृत्त का कोई भाग। प्रत्येक स्थिति में, सममिति अक्षों की संख्या 


बताइए और उन्हें प्रकट कीजिए 
(क) ता) 
आकृति 5.6 


6. नीचे की प्रत्येक आकृति में सममिति अक्षों की संख्या, यदि कोई हो, तो बताइए। 


कुक 


क्‍ आकृति 5.]7 
7. मान लीजिए ,$” अंग्रेजी वर्णमाला के अक्षरों का समुच्चय है। 
+4,8,02%#6म 7२7, 083 07207% 57 0 7 ऋऱए2) 


प्रत्येक अक्षर को एक आकृति मान कर, नीचे दिये गए समुच्चयों को सारणीबद्ध रूप में 
लिखिए : 

() 45 [£ €,5”/ ४ एक क्षैतिज अक्ष के प्रति सममिति है) 

(0) #'- (५ ८ ७”: ४ एक लम्बगत अक्ष के प्रति सममिति है) 

(॥) ८" [5 € ७”. > सममित आकृति नहीं है) 

(0४) ल्‍0' ८ [४ € ४”: ४ के एक से अधिक सममिति अक्ष हैं) 


3[4 


5.3 रैखिक समिति 


गणित 


रैखिक समभिति के आधार-भत विचारों को स्पष्ट करने के उद्देश्य से, हमने पिछले खण्ड में, 'उदाहरणों 
द्वारा इस संकल्पना का अनौपचारिक रूप से अध्ययन किया। नीचे, हम इस मौलिक संकल्पना का वर्णन 
ज्यामितीय शब्दों में करेंगे और फिर रैखिक सममित आकृतियों के कछ गण धर्मों का निगमन करेंगे। 


- हमने देखा कि चेहरे की आकृति में दोनों आंखें 
नाक की रेखा के सापेक्ष, परस्पर सममित हैं। मान 
लीजिए, हम आंखों को दो बिन्दओं .4 और # से प्रकट 
करें और नाक को एक रेखा खण्ड [ से। बिन्दओं .4, 2 
और रेखा । में परस्पर क्या सम्बन्ध देखते हैं? आप 
देखेंगे कि रेखा / 48 का लम्ब-समद्विभाजक है 
(आकृति 5.8)। 


परिभाषा : दो बिन्दु 4 और 4५ एक रेखा । के 
सापेक्ष, सममित होते हैं यदि रेखा । रेखा खण्ड 4.4 ' 
को लम्ब-समद्विभाजित करे। 

उपरोक्त स्थिति में, हम कहते हैं. कि दोनों 
बिन्दुओं 4 और 4! में से प्रत्येक बिन्द्‌, रेखा / के 
सापेक्ष, दूसरे बिन्दु के सममित है; और रेखा / उस 
आकृति का सममिति अक्ष है जिसमें ये दो बिन्द्‌ हैं। 


टिप्पणी : क्योंकि हमने सममभिति को एक रेखा 
के सापेक्ष परिभाषित किया है, इसलिए हम इस 
प्रकार की समभिति को रैखिक सममिति' 
(॥764॥ 58श77079) कहते हैं। परन्त्‌ जब 
कभी सममभिति सम्बन्धी किसी कथन में 

सममिति अक्ष का प्रयोग करते हैं तो विशेषण 
रैखिक का बोध स्वयमेव हो जाता है, इसलिए 
हम 'रैखिक शब्द का प्रयोग सदैव नहीं करेंगे। 


वर्षण प्रतिबिम्य और समिति 





आकृति 5.8 





आकृति 5,9 


मान लीजिए .4 और 4 दो बिन्दु हैं जो एक रेखा / के सापेक्ष परस्पर सममित हैं। हमें ज्ञात है, कि रेखा ॥, 
रेखाखण्ड 4.4 ' का लम्ब-समद्विभाजक है। मान लीजिए रेखा / के साथ-साथ एक दर्पण रखा है और 
उसके सम्मुख 4 एक वस्तु है। तब 4५ 4 का / में (दर्पण) प्रतिबिम्ब है। आपको याद होगा कि दर्पण में, .. 


रैख़िक सममिति द 3]5 


किसी वस्तु का प्रतिबिम्ब, दर्पण के पीछे उतना ही दूर होता है जितना कि वह वस्तु, दर्पण के सामने। इस 
प्रकार 4' दर्षण / में, 4 का प्रतिबिम्ब होता है पदि रेखा । रेखाखण्ड 4.4 ' का लम्ब समद्विभाजक 
हो। अतः रेखा / के सापेक्ष /.4 का सममित बिन्दु हो, दर्पण ! में, .4 का प्रतिबिम्ब होता है। 

अब मान लीजिए, उपरोक्त दर्पण द्विफलक वाला है। दर्पण / में, तब 4 ' प्रतिबिम्ब है .4 का, और 
उसी दर्पण / में 4 प्रतिबिम्ब है, .4' का। दो बिन्दुओं 4 और 4” से बनाई गई यह आकृति ऐसी है कि 
दर्पण / में प्रतिबिम्बित होने पर, वह अपरिवर्तित रहती है। दोनों बिन्दओं ,4 और .4' में से प्रत्येक दसरे 
' का वर्षण / में प्रतिनिग्न होता है। 


इस प्रकार रैख़क सममिति की संकल्पना का, दर्पण (रेखा) प्रतिबिम्ब के शब्दों में वर्णन कर सकते 
हैं। 


हैं। 





आकृति 5.20 


उपपत्ति: मान लीजिए, % सममिति अक्ष है और दो बिन्दु 4 और 4९ # के सापेक्ष सममित हैं। 
4.4 ' को मिलाइए जो # को बिन्दु ॥४ पर प्रतिच्छेद करे तो परिभाषा से 


47४ - 47४ और .4॥४ | # () 
मान लीजिए, / रेखा # पर कीई बिन्द है, यदि /2 /४ से संपाती हो, तो () से 

472 ८ 47? (2) . 
यदि  /४ से भिन्‍न हो तो 4/? और 47? को मिलाइए 

अब त्रिभजों 4४४7 और .4 १7 में 

47 +ै 406 [() से| 


22४ ++ | ' (उभयनिष्ठ) 


| 
| 


प्रमेय 5.: एक रेखा के सापेक्ष, दो सममित बिन्दु, उस रेखा पर स्थित प्रत्येक बिन्द्‌ से समद्रस्थ होते . 
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८4007? - ८44४7 (प्रत्येक समकोण) 
, 6 4॥॥7? < 5 .4१॥7 (भुजा-कोण-भुजा सवागसम अभिगृहीत) 
47 - 47 (3) 
अतः (2) और (3) से, # के प्रत्येक बिन्दु / के लिए द 
47 < 47? 


उप-प्रमेय : यदि दो बिन्दु 4 और 4९ एक रेखा # के सापेक्ष, सममित हों और कोई बिन्दु 8# पर 
स्थित हो, तो 42 और .4 (2 % के साथ बराबर कोण बनाते हैं। 


[उपपत्ति के लिए संकेत : ऊपर दिए गए प्रमेय की उपपत्ति के अनुसार यह उपपत्ति दीजिए : 
यदि £ ४ के साथ संपाती हो तो 477 | #% और 4? | # है। 
यदि £ ॥/ पर संपाती न हो, तो & 407 55 ७.47? और इसलिए ८4200 ८ /4 7१] 


शै 
न ना 
 श ?ए 
2 आकृति 5.2[ 


प्रभेण 5.2 ; यवि 4, 4” और #, ४! दो बिन्दु युग्म हों, जिसमें प्रत्येक यूग्म एक रेखा | के सापेक्ष, 
परस्पर सममित हो, तो 470 - .4 "8" 





& 4 
स्प्रे पु 
। | 
| 
नमन लक सपनो 
॥ ९ | । । कि 
छ 
कि 4 
(0) आकृति 5,22 (|) 


उपपत्ति: 4.4' और 87' को मिलाइए जो रेखा # को बिन्दओं ॥/ और /५ पर क्रमशः: प्रतिच्छेद 
। करें। 


रैीखिक सममभिति 


स्थिति 0) : 


स्थिति (8) : 


3|7 
8 और ४7 को मिलाइए। क्योंकि 9 और #'- रेखा # के सापेक्ष सममित हैं 
छ2>"आ : () 
और ८४0४४ - /४97॥/५४ ... (2) 
तथा ॥(/४ -- ॥४/५४ 68 
अतः 4 9/॥/0४ 55 ७ 8४0४५ (भुजा-कोण-भुजा स० अ०) 
अतः 890/ +- 87 ... (4) 
दो स्थितियां सामने आती हैं : 
4, 2 रेखा # के एक ही ओर स्थित हैं। (आकृति 5.22 ()) 
तो, 4९ 2! भी रेखा # के एक ही ओर स्थित होंगे। 
', ८80/4 5 907 -- ८80/४४ 
न्‍5 90? -- ८870//४ 
ज+ &८82॥/4 
और .4॥/ - .4// (परिभाषा) . 
80/ - 874 (ऊपर सिद्ध किया) 
“ 68 ॥/478 - & ॥/4%१' (भूजा-कोण-भुजा सर्वांससम अभिगहीत) 
अतः 44% - 4१४ 


4, 2 रेखा # के विपरीत दिशा में स्थित हैं, तो 4: 8” भी रेखा ## के विपरीत दिशा में 
स्थित होंगे। 
८2004 55 90९ + ८80/0 - 


-- 90९ + ८27/४/१४ 
+ ८2897/4! 
474 - 47४ (परिभाषा) 
और 20/ -- 97/ (परिभाषा) 
', 0 ॥/47 5< 6 ॥/.4 7! (भूजा-कोण-भुजा सर्वांगसम अभिगुहीत) 
अत्त: 48 5-5 4:27 


इस प्रकार; सभी स्थितियों में 


428 4+%' 


9 ० 
प्रमेय 5.3 : यदि रेखा # के सापेक्ष .4, 4 2, # कट (! सममित बिन्द यम हैं, तो 
८489८ < ८479८” । 


चपर्पत्ति | 


45 2८ 24, 47%! ४'८४ और ८४4” को मिलाइए (आकृति 5,23)। 
क्योंकि 4, .4/ 8, 8: सममिति बिन्दुओं के युग्म हैं, 


3!8 गणित 


५४ अँ४55247' 
इसी प्रकार 
है 2422 78 कं 


और ८4 ८ ८4! हु 

अब त्रिभजों 49८ और 48८” में, 440 ७छ"॑*॑ंज. 
48 - 4४! हि 
82 - #८' क्‍ हक 
८4 +- ("4 

« 0 49८55 50 477८” (भुजा-भुजा-भुजा ्् 


अतः ८48८ 5 ८4 72'(”  सर्वांगसम अभिगृहीत) आकृति 5.23 


प्रमेण 5.4: यदि .4, .4' और 8, /', दो बिन्दु युरम हों, जिनमें प्रत्येक यूर्म रेखा/॥# के सापेक्ष सममित 
हो, और 498 # के समांतर हो, तो 4 9* भी # के समातर होगा। 


उपपत्ति: 4.4 और 87” को मिलाइए, 
हि जो रेखा # को क्रमश: बिन्दुओं 
॥/ और ,५ पर प्रतिच्छेद करें 
(आकृति 5.24)। 


4 8 






ं जहा 
आकृति 5.24 

क्योंकि 4, .4' रेखा # के सापेक्ष सममित हैं, . 

4.4 »# और 4.4 -- 2 47/ - (।) 
क्योंकि, 8 #' रेखा # के सापेक्ष सममित हैं, 

“ 829! | # और 297' - 2 ४५ #&< (2) 
क्योंकि 48 || # व 49 || ॥/४ (निर्दिष्ट) 
 4// 5८ 2५ *ः (3) 


(), (2) और (3) से 

4.4" 5-5 89' और 4.4" || 87” 

“ 4429% एक समांतर चतुर्भज है। 

अतः 4४! | 478 

अब .47 || 42" और 47४ || # 
47 |॥ #। 
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प्रभेय 5.5 : यदि 4, 4” और 8, 2 दो बिन्दु यूरम हों, जिनमें प्रत्येक युग्म, रेखा # के सापेक्ष सममित 
हों और यदि 478, # के समातर नहीं हो, तो रेखा 4.8 और .4%*' रेखा # पर प्रतिष्छेद करेंगी। 





उपपत्ति : 


स्थिति (0) : 





() 


आकृति 5.25 


4.4! और 879” को मिलाइए, जो रेखा # को क्रमशः बिन्दु ॥/ और /५ पर प्रतिच्छेद 
करें। (आकृति 5.25) 

क्योंकि .48 रेखा # के समांतर नहीं है, इसलिए, रेखा 48, # को किसी बिन्दु 0 पर 
प्रतिच्छेद करेगी। 

(24' और 27' को मिलाइए। 

क्योंकि 4, .4” रेखा # के सापेक्ष सममित हैं, 


७. ८400॥/ 5 ८400 ... () 
क्योंकि 8, 2” रेखा # के सापेक्ष सममित हैं, 

». ८800 5 ८४0४ ... (2) 
दो स्थितियां सामने आती हैं : 


4, # रेखा # के एक ही ओर हो (आकृति 5.25()) तो, 0 रेखा खण्ड .48 का बिन्दु 
नहीं है। 

“ बिन्दु 2 किरण 48 (या किरण 8.4 ) पर है। आकृति 5.25 () में 0 किरण 498 
पर है। और इसलिए, 04, 08 एक ही किरण है। 

.. ८40॥/ - ८90! ४७) 


(]), (2) और (3) से 


“८4 (०४ + ८8०५४ 
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स्थिति () : 


गणित . 


और क्योंकि .4( #' रेखा खण्ड ऋ की एक ही ओर स्थित हैं, 
 2.4' और 29” एक ही किरण हैं। 

अतः रेखा 4१9९ # को 0 पर प्रतिच्छेद करती है 

या 48 और 49९ रेखा # पर प्रतिच्छेद करते हैं। . 


4, 2 रेखा # के विपरीत पक्ष में स्थित हो, (आकृति 5.25(॥)) 
तो 2. रेखाखण्ड ,48 का एक बिन्दु है। 
८40॥/ 5 ८900४ (शीर्षाभिमुख कोण) ... (4) 
(!), (2) और (4) से “ 
८4207 ८5 ८829 
और चूंकि 4१ ४' रेखा # के विपरीत पक्ष में स्थित हैं, 
« 40 और ८४' एक ही रेखा पर है या 
रेखा 49: # को 0 पर प्रतिच्छेद करता है। 
» 458 और 4%' रेखा # पर प्रतिच्छेद करते हैं। 
अतः सभी स्थितियों में, 
42 और 47: रेखा # पर प्रतिच्छेद करते हैं। 


प्रश्नावली 5.2 


में 8 
. आकृति 5.26 में, .4, 4' और » #! | के 
सापेक्ष सममित बिन्दु युग्म हैं, सिद्ध कीजिए कि 
८4098 - ८ 407९ त् ०८ 
[8 ही 


आकृति 5.26 | 4 
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2, आकृति 5.27 में, 24 +- 08 ८ 6879! 
+ (24, ८4098 +- “429: और 8 ४; 
रेखा / के सापेक्ष सममित हैं। सिद्ध कीजिए कि ह६+ ठ 
4, 4 भी, रेखा / के सापेक्ष सममित हैं। 








आकृति 5.27 
गा 
3. आकृति 5.28 में, बिन्दु .4, .4: रेखा / के कि 
सापेक्ष सममित हैं। यदि .4८' - 4८" तो | 
सिद्ध कीजिए कि ८, ८४ रेखा / के सापेक्ष औक्‍ज-++++ +> 
सममित हैं। 
आकृति 5.28 
हर 


4. आकृति 5.29 में, 04 -- 08 और 
42 | /है।सिद्ध कीजिए कि 4 और 79, रेखा 
| के सापेक्ष सममित हैं। 






आकृति 5.29 जब 


5. आकृति 5.30 में, 04 +- 08 और 
476 -- 8/४/ है। सिद्ध कीजिए कि रेखा घट ः 
| 4, 9 का सममिति अक्ष है। 


आकृति 530.. #0ह५ 


गणित 













शै 
. आकृति 5.3 में, 04 < 08 और 
0.4 5 0% तो दिखाइए कि 00: 
4 और # का सममिति अक्ष है। 5 < जल 
0 (0 
बी 5.3] रे शि 
. आकृति 5.32 में, 4 और * रेखा / के 


छ 
* सापेक्ष सममित हैं। 2» 2" क्रमशः 0.4 और 


2.4! के मध्य बिन्द॒ हैं, सिद्ध कीजिए कि 2 
और 2 रेखा / के सापेक्ष सममित हैं। 


आकृत्ति 45.32 5 





, आकृति 5.33 में, ,4, 44१ रेखा / के हक । 
सममित हैं। यदि 09 5 09! तो सिद्ध 
कीजिए कि 8 और #£: रेखा । के सापेक्ष 
सममित हैं। 


, आकृति 5.34 में, 4, 4' रेखा ? के मय" 
सममित हैं। और 4.4“ | 8४' है। सिद्ध 
कीजिए कि 2 #' भी रेखा / के सापेक्ष सममित 
हैं। । 


आकृति 5.34 
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]0 


[4. 


[2. 


5. 


. यदि 4, 4! और 8 #” सममित बिन्दुओं के दो छह 


आकृति 5.35 में, 4, 4८8 8४ और ८. ८” ९. 

/ के सापेक्ष सममित बिन्द यग्म हैं। का 

कि & 42८' और & 47'८” के परिमाप 

बराबर हैं। ढ 


(ां 


आकृति 5.35 


दिखाइए कि एक समबाह त्रिभुज का दर्पण 
प्रतिबिम्ब भी समद्विबाह त्रिभुज होगा। 


यदि 4, 4: 2, 2” और ८, ८" किसी रेखा के 
सापेक्ष, सममित बिन्दुओं के युग्म हों (आकृति 
5.36) तो सिद्ध कीजिए कि त्रिभुजों ,49'८' 
और 4 79८" के परिमाप बराबर होंगे। 


यग्म हों, आकृति 5.36,तो सिद्ध कीजिए कि 
#2' और 479 सममिति अक्ष पर प्रतिच्छेद 
करते हैं। 

यदि 4, .4' रेखा 89” के सापेक्ष सममित हैं, 
और ४, #' रेखा 4.4 ' के सापेक्ष सममित हैं, तो 
दिखाइए कि 479 .4 789" एक समचतुर्भज है। 





आकृति 5.36 में दिखाइए, कि 
८4.48 55 ८4:49 
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6. आकृति 5.37 में, 4, 4 ' और #, 9' रेखा / के 


सापेक्ष सममित बिन्दु युग्म हैं। यदि (, ८” ८ 
। 9 के मध्य हों  जआ्ध्ध्धाण मम 2 
क्रमश: 478 और 4 9' के मध्य बिन्दु हों, तो 


दिखाइए कि ८! ८” रेखा / के सापेक्ष समभित 


हैं। छा 
क््न क 
शं आकृति 5.37 
्रि आम 
#ण छ 

!7., आकृति 5.38 में, 4, 4 ' और 8 ४! रेखा [ के ' 

सापेक्ष सममित बिन्दु युग्म हैं। बिन्दु ८, 47 ८ 

को #: # के अनुपात में, और ८४ 47%! को #- €-_7 

# के अनुपात में विभाजित करते हैं। दिखाइए 


कि ८ ८” रेखा / के सापेक्ष सममित हैं। छा छ' 
( 


आकृति 5.38 


्ि 


8, आकृति 5.39 में, /” रेखा / के सापेक्ष / के 
सममित है, और 2” रेखा # के सापेक्ष /? के 
सममित है। दिखाइए कि /“ै#'27” एक अचर 
है। क्‍ 

[संकेत : दिखाइए कि ८727” -- 2 ७ ] 





आकृति 5.39 


रैखिक सममभिति 


9, 


आकृति 5.40 में, / | # और ८४ उनके बीच 
की दूरी है। यदि /” रेखा / के सापेक्ष # के 


' सममित हो, और /” रेखा # के सापेक्ष 7?” के 


20, 


5.4 किसी रेखा के सापेक्ष सममित आकृतियां 


सममित हो, तो #१४?” की लम्बाई एक अचर है। 
[संकेत : दिखाइए कि 7१?” -- 24] 


आकृति ]5.4 में, / || # और ८ उनके बीच 
की द्री है। यदि /” रेखा / के सापेक्ष /? के 
सममित हो, और /”” रेखा # के सापेक्ष /? के 
सममित हो, तो दिखाइए कि /?” की लम्बाई 
एक अचर है। 


[संकेत : दिखाइए कि 777?” -- 24] 
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आकृति 5.40 





र्र 


आकृति 5.4] 


हमने प्रारंभ में सममित बिन्दुओं की परिभाषा दी और कछ प्रमेय सिद्ध किए। सममित आकृतियों के 
संबंध में हमारी परिभाषा क्या होनी चाहिए? हमने देखा था कि दो आकृतियां 7/ और 7" एक रेखा / के 
सापेक्ष सममित होती हैं यदि, कागज के पन्ने को, जिस पर आकृतियां बनी हैं, ! के साथ-साथ तह करने 
पर, दोनों आकृतियां परस्पर संपाती हो जाएं। इसका अर्थ है कि आकृति /” के प्रत्येक बिन्दु /? के संगत 
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आकृति #” का एक बिन्द »” है, जो के समभित है और आकृति 2” के प्रत्येक बिन्दु 02” के संगत 
आकृति #' का एक बिन्द 2 है जो (2' के सममित है। अतः हमारी परिभाषा निम्नलिखित है। 





आकृति 5.42 


परिभाषा : दो आकृतियाँ/" और एक रेखा। के सापेक्ष सममित होती हैं, यवि /#" के प्रत्येक बिन्द्‌ ? 
के संगत, आकृति/" का एक बिन्दु#/ है, जो! के सममित हो और आकृति 2" के प्रत्येक बिन्द (2' के 
संगत आकृति /” का बिन्दु (2 है जो (2 के सममित हो। (देखिए आकृति /5.42) 


प्रभेय 5.6 : यदि.4, .4' और#8 ४! दो बिन्द यूरम हों, जिनमें प्रत्येक यूरम, रेखा# के सापेक्ष सममित 
हों, तो रेखाखण्ड 40 और 479: रेखा # के सापेक्ष सममित होते हैं। 


ं आकृति 5.43 


उपपत्ति: मान लीजिए रेखा खण्ड .48 का 7? कोई बिन्द है और /”” रेखा # के सापेक्ष, 2? का 
सममित बिन्द है। 
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अब 4, .4' और / /” रेखा # के सापेक्ष सममित दो बिन्दु यर्म हैं, 


४ 47-47! .. () 
इसी प्रकार 

42 -- 4४' और 78 -- 7१४ .. (2) 
क्योंकि /? रेखाखण्ड .4४ पर है, 

“ 47 + 78 < 4४ 29०) 


(3), (2) और (3) से 
477” + 29" - 42-+ 28 ८ 479 
-+ 4४" ... (4) 
“ 4, रेखा खण्ड 4 ४” का बिन्दु है। इसी प्रकार, यदि (2', 4 8” का कोई बिन्दु है और 
बिन्द (2 रेखा # के सापेक्ष (2' के सममित हो, तो बिन्द्‌ (2 रेखाखण्ड 48 पर होगा। 
अतः रेखाखण्ड 4४9 और 47: रेखा # के सापेक्ष सममित हैं। 


उप-प्रमेय : यवि 4, .४ और 8 #४' दो बिन्द यूरम हों, और प्रत्येक यूरग, रेखा # के सापेक्ष बममित हो, 
तो किरण 48 और 49४९ रेखा # के सापेक्ष सममित हीते हैं। 
उपपत्ति : मान लीजिए £ किरण 4४8 का कोई # म्नश् धे 


बिन्दु है, जो 4 और » से भिन्न है। ? 


तो या तो /? रेखाखण्ड 4४ का बिन्दु है, 


(आकृति 5.43) लक दि अमल टमलन पल ही ली मी मिनिश लत लटग 0! क 
या /? रेखा खण्ड 4४ का बिन्दु नहीं है, 

(आकृति 5.44) ओर” 
प्कशनखात्4कआकृति543))._ कआऑआऑइओओ ह*ं 

या.49 + 27 -- 47? (आकृति 5.44) आकति 5.44 


.. () 
भान लीजिए >” रेखा # के सापेक्ष / के समभित है, तो 
42 > 477 48 -- 42 872? 5 877! ह »» (2) 
यदि 2? रेखा खण्ड 49 पर है, तो . 
47"(+ 7४ -- 47 + 79 ८ 48 ८ 4+४/ 
. /' रेखाखण्ड .49' पर है ... (3) 
यदि 8, रेखाखण्ड 47 पर है (आकृति 5.44) तो 
47! + 897" -- 489 + 8707 ८ 47? ८ 477 
.. 2! रेखाखण्ड 47” पर है, ... (4) 
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(3) और (4) से 

// किरण 479 का बिन्द है। 

इसी प्रकार यदि (0' किरण 48” का कोई बिन्दु है, और (2 रेखा # के सापेक्ष 0' के 
सममित है तो (2 किरण 48 का बिन्दु होगा। 

अतः किरण 449 और 47९ रेखा # के सापेक्ष सममित हैं। 


प्रमेय 5.7 : यदि दो रेखाखण्ड, एक रेखा के सापेक्ष सममित हों तो वे बराबर लम्बाई के होते हैं। 


उपपत्ति : 


आकृति 5.45 


मान लीजिए, रेखाखण्ड 4.0 और ८7), एक रेखा # के सापेक्ष सममित है। 
और मात्त लीजिए, बिन्दु 4 9 रेखा # के सापेक्ष, क्रमशः .4 और # के सममित है 
तो हम जानते हैं कि 

(9/ - 478 ... () 
और रेखाखण्ड 49९ रेखा # के सापेक्ष, 49 के सममित है। 
परन्त 49 और ८१० रेखा # के सापेक्ष सममित है। 

रेखाखण्ड (7) और .49' एक ही हैं। 

() और (2) से, 48 -- ८7 ... (2) 


प्रमेष 5.8 : यदि दो कोण, एक रेखा के सापेक्ष सममित हों, तो उनके माप समान होते हैं। 


'फपपत्ति : 


मान लीजिए, “8.4८' और “(2707२ रेखा # के सापेक्ष सममित हैं। 
मान लीजिए, 4! 2! ८५ रेखा # के सापेक्ष क्रमश: .4, 2, ८' के सममित है। 
क्योंकि 44, 4989 और 4८''फा उभयनिष्ठ बिन्द है। 
“. 4 /(2 और 77२ का उभयनिष्ठ बिन्दु है। 
अतः .4” और / संपाती हैं। 
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# का 5.46 


या 4 और /, रेखा # के सापेक्ष सममित हैं। 

अब 2, “(077२ का एक बिन्दु है और ४' बिन्द / से भिन्‍न है। 
8: किरण /#(2 या किरण /%२ पर है। 

इसी प्रकार 

८, “(27४२ का एक बिन्दु है और ८! बिन्द / से भिन्‍न है। 

क्योंकि 9 ८' अलग-अलग किरणों पर हैं 
2 ८” भी भिन्न-भिन्न किरणों पर हैं। 

'. ८“9'4'८” और “(277२ समान हैं। 

हम जानते हैं कि 

“24 (“<- ८/29.4८' 

+ ८077९ + ८242 

प्रमेथ 45,9 : यदि दो त्रिभुज, एक रेखा के सापेक्ष सममित हों. तो वे सर्वाधसम होंगे। 


आकृति 5.47 
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उपपीत :.. मान लीजिए ७ 49८ और ५ /(2 रेखा # के सापेक्ष सममित हैं। 

मान लीजिए .4( 2; ८४ रेखा # के सापेक्ष क्रमशः 4, 2, ८' के सममित है। 
क्योंकि 4, & 480८ का शीर्ष है, इसलिए, 4' भी & (7? का एक शीर्ष होगा। 
इसी प्रकार, 9” और ८” भी, ७ /(7 के शीर्ष हैं। 

ज्रिभजों 4722 और /(0 के शीर्षों में, एक ऐसी संगतता है, जिससे कि संगत 
भीर्षों का प्रत्येक यग्म, रेखा # के सापेक्ष, सममित होते हैं। 
मान लीजिए 4 *+ 2 9 ++ (2 (++ 7? 
तब, .4, 2 2 (2: और ८, ? तीन बिन्दु युग्म हैं, जिनमें से प्रत्येक रेखा # के सापेक्ष 
परस्पर सममित हैं। 
» 48 ८ 70, 2८ ८ 27, ८4 + 70? 
अतः & 48८ 5 8 #27? (भुजा-भुजा-भुज़ा सर्वांगसम प्रमेय) 


हेप्पणी : कल्पना कीजिए कि आप & 478८ के साथ साथ, 4 से 8 # से (' और ८ से 4 की 
ओर अर्थात्‌ वामावर्त दिशा में जा रहे हैं। आपका प्रतिबिम्ब 3 477८” के साथ-साथ कैसे जाता 
है? यह .4 'से 98' से ८“ और ८" से 4 ' को, अर्थात्‌ दक्षिणावर्त दिशा में जाता है। अतः दो त्रिभज 
जो एक रेखा के सापेक्ष सर्वांगसम हो ते हैं, परन्तु उनकी दिशाएं [या अभिविन्यास (ज०7५४0 0] 
एक दूसरे के विपरीत होती हैं। 


प्रश्नावली 5.3 


!. श्राफ पेपर पर दी गई निम्न आकृतियों में से प्रत्येक को देखिए (आकृति 5.48)। 
प्रत्येक आकृति में एक रेखा # और उसपर एक ओर एक तीर दिखाया गया है। सरलता 
से रेखा # के साक्षेप दिए गए तीर के सममभित एक तीर बनाइए 
42005: 72282 2 72082 3070 20088 0008 000 280 8॥88 88 0800 0 8/%00 0 8 07 


4. पी, भटक का नम 47577: डे / [77 । | +- [। $ै दे /! 4 “| +। ;] ढ़ 
/ थम 44440 44/44/4444 00 2772337077728 


६7482 222६ मत 35504 72840: 20772 + 55777484६ 85345 : 

“। “5777 
मर 22388/ 078 27772 80727 22772 0 207 22800 00 40 8878 08807 50040722/2274:2:॥ 
28038 888 7000 68700 0 ४६805 :08 25877 70% 80777 06770 80 2 भव शा 88877 77:20 77787676 
57 $$7:925077270074$0%477777% 06 4970740872727 7208 47087 02070$47:7777 7:28: 
744704777:47+7::+% रा ििधिि४2ध88ल्‍भ888क8कभ8म.ग! 5३3 
रा हर 35 280 /2235390::2334 35487: 227 4 78 $7/08 4: 
7006 44007 44/+ 4 | 

224238844223585754277९3985574444:2444:288९75953:44583944474747483340 8 बह १85488% इ200247233 4424424 

0 47774 444: 
472++7#747+74न्‍4/777+7]77+77744+77*_ 4. 

53 म मलिक 7777 कि दि सम, 

५404 74444 44744 ::474477774# 3:7275१87558$84 ६:77१825284 548 + 

588: 8६:232466 74227 27720 7758077544 6776 727726 ६5888 8888 728227284 449$58:897972477:2284277777202772; 

53203 ८5% ६+43, ल्‍/+4: [7+++$47++44777+7+74447+7+47444+- मं /++7+44++: १88 4++ ।] | 
47444 के) मिमी म 444 (  ) 47744 नम (ग) 
3545 ९2422850229272720:45: 277925274784779470 22 222345 5257:5:4540550 24442 7538249:470202235 47302 08554 75807 487 000 708 





आकृति 5.48 
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2. ग्राफ़ पेपर पर दी गई निम्न आकृतियों में से प्रत्येक को देखिए (आकृति 5.49)। 
प्रत्येक आकृति में, एक रेखा # और रेखा # के सममभित किसी आकृति के कछ भाग दिये 


[7] 
व ]][7[7777/7/ [[77/7--/7६/#++7-(47*777+(7/ 
“॥77 
7 777,[77774-- रन -4+77--- 


77++[(+ 7) 
7[[77[][[7[[]].]][3[[:[[[4:[][77777[][7/777+77+77+/7777477/+7774+7+7_7/ 
4+4+.++++-++++77+-+++-++०-७+६++-+++२-+ 774£7:+7/7/77+7-(- :(777/-7- “/ 
।+4---+--------7477]/+॥ +-4 74: 7 77+77-77/4777+7+7+ "7 यज 
44468 4::27777724777772772777772274:7057447222223:7772777777478225 
/+] [- 377/-77/77747--+- /7-+7[7+7774:774777777777स्‍+4447*+/-77/-74/7++//74-4-+--+7---[।-4_ 
/++7777+++77 7 7_777777777777+7[777++4+7-+7- 5 7 या न भय 
++-स्‍/7+/746।///7-444//+4--क्‍+----[--4-7----. दि तय तय] 
(44-/क्‍/7//---क्‍----+---4+7]4 4444-44 7777-77 
[7[ तय [य 7 *(5१+777६+/+६++]$६+६-१(/+7/£६77* 5६7११ +६7६ 
>7 ये पी. 2.0... ] 0५70... ]|[॥/7स्‍[[7]7777॥[7-॥[|[77“[7777]7-+ ("77777 +++“+“+“+++“+“7 7] 
मॉडिकशओ ओर, 77777 777777774775747/747 


/7]|7(47 
[4६३4 ।4]77774]|स्‍++74॥+/777+4[+++74++77+4£4क्‍7+447+-7- 77 
भ /] ][[7[[7+7(777है77777-+-+777/5+/747445__+ 
477६ 2777 +६[[%४4]+:077+-44%-+-4+4/3-44474474457+[4_-_ 
-.-----+--+/+- 


7+ /7////+० ६ 7०77०. +70/0/]"5 
जी पक न. 4... 403] / 0 2 (7 (7 /7//7/[यय/[ययऔवघयघय ू7777[7977777[7|+7+777 
77/777++१+-+++777 7777५+4+7<६77774+774--47+5+6६(+*4<+++ 47--4+/-7--7-++----. ]] ( ++4[44[4] 
+7]7[[[7[][7[][|]] 8॥]| ध् ] न...) 4]]]। [[/।]]/77 74] ]]]]7] 7 की 
वर्ना भा मधिक कक “4344+7+4744+444%4444%44-44-4-444---+44-7+4+/+ 74447 
“+77777777+7/777777/47/47-[75+4/7--/--थि---/--///4/+4/-774/|//क्‍]4-7//4/-++--+- 
बाल बिक कि] नो क था # का दर +7 7 *7 “777 4/7477-+_7 +। ।/]:4 -(_] 
भ्रजशा्शाए। था व हु था वा हा को? (हा थी के. 
7] [7]]] 2 77]7]][7[]]7]7]77]]77]+77777/7[77]747777+|चै7*“-+7+“++“ 
..... 4 ओ य][/4]]]7][|7777/(/77+[]|7 77] । 
।ु | +]॥ 
+4-4+7क्‍+++4+7+[_- /।|[/?[[7[/[ [77+/ 7 ई'। 
कण... । 0 (0 [88/ []][]][[[/# दब [] 
7।-77“ 77777 777++*77777 [77777 7 
7774+74॥+4--+474777+(++++44+++74+74-7+7//स्‍47++7+44+स्‍++- /4+74-447:777-++7+7/“ ६ (ग) मी 
।484.. ] | [4484[//[|[[47[[[[]7]]+]]येै/]]]]] [[[घयया। 
] 840 ।_ | | 0.84... है | | |... | ] श््‌ “77-॥-८ -777-[-स्‍4 7]. ] 
यो. कऔ. । । ओ। छ ) या 77[777 [4677 77+]7+77[47 7]स्‍777-7]__7 /|। 7 7]][]।[ 7[[7]7 7] 77] श्र 
4 (| |. | 2... 4... आज. । | 4...0...0,॥ | 3 ]+ 7] 5] घयय घयययतयायतयतययतयय तय  एत। या ।+----+++4+---7+++++++7-5 ४ घर 
+र 9४४ 422857777725238225787378575222 45547६242:2222 25 
कृष्ण कं थे छा. *+4.१-3 7 3.44... 40.44. 0[// /++767/ 7१८ 77 ६5“ बह हा क्राइ कक [[]]_] ([7/(६) ट्ट []]77([47+]।[7]0"(+[ लय] 
४9.99 हज. हज शा सशा ४ मे सभा ता हर था (छाए म शाशा आस रा ॥ थी भो #॥ एक जा भ॑ भा 9 छ कस छा /+-+-+- की छ' “--++४++7/7-+7 +-++++-7---4+- 7[(' /4444++4 (4-++(५+-+(+(+[7++4(( १] 
“77#7+/[77777[---क्‍[7/8[[74/7+7//7[77777++++-74+7+++/ +। ।.। |. | .। |. | |  औ ऑऑ ऑघ ऑ  घ  ।  .0  । । ।. । 4... ०. 
/+7+777+६+777 /(+++(४चै+++++44/-4-4+44/44६747स्‍+++4444+44--4+/+444-+4444--4444+4444744+7+7447+4/--4+44/-4-7--_]_ 
_]---#+4----4।7[8%। - | कि [4 [4777]. 4 4444/4-747+7 4 


“8 मी... की | 5]  रर[]] 77777] 7++777777 7777-77 77 7777] 
॥77[[77777 7 7]7]7]7][[४77] 
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पं ][]]7]]77]77]7]7]]]]]7] 7] ]]7_7]7/ 
7777[77[77777]][[_ [[7]77[[/7[][747/४[[7[[7[[[7[77*+:7777/7777477४777777777777777+++#7477++_+" 
नरक पलआा रा अकाल 222 हू मनन. --> ०-7“ -० ०-2: ->+ हर कप कड़ा] 


आकृति 5.49 
गए हैं। सरलता से, आकृति को पूरा कीजिए। 
3. एक वृत्त का केन्द्र ० है और 4 उसका एक 
व्यास है। 428 एक जीवा है जो व्यास ८ पर 
लम्ब है। दिखाइए कि ६, रेखा खण्ड ,498 का 
समद्विभाजन करता है। तथ्य का निगमन 
कीजिए कि वृत्त अपने प्रत्येक व्यास के सापेक्ष 
सममित होता है। फ् 
4. दिया है कि & 479८ शीर्ष 4 से होकर जाने कि हट 
वाली एक रेखा # के सापेक्ष सममित है कक 
(आकृति 5.5])। दिखाइए कि 
() & 49८' समहिबाहू त्रिभुज है और 
425 4८! 
(0) #, भूजा 8८' का लम्ब-समद्विभोजक / द 
है। 
(॥) ८85८ ८८! 
(0) #, ८4 का समद्विभाजन करता है। 
5. चतुर्भज 48८7) अपने प्रत्येक विकर्ण 4८: 
और 87 के सापेक्ष समभित है। दिखाइए कि छ ८ 
() विकर्ण परस्पर लम्ब-समद्विभाजन करते हैं, आकृति 5.5] 


आकृति 5,.50 


. 42८70 एक समलम्ब है जिसमें .4 8 | /0८ है। 


गणित 


(॥) चतुर्भुज एक समचतुर्भुज है, और 
() प्रत्येक विकर्ण, उन कोणों का समद्विभाजन 
करता है, जिनसे होकर यह जाता है। 


रेखा #, भूजाओं 48 और ८५0 का लम्ब 
समद्विभाजक है (आकृति 5.52)। दिखाइए 
कि #, चतर्भज 48८70 का एक सममिति अक्षे 
है। यह दिखाइए कि समलम्ब 48८7 
समद्दिबाह है, जिसमें 

() 82 -< 40, (0) ८4 5 ८8 और 
(॥) ८72 -- ८८ 


शैै 





आकृति 5.52 


. एक उत्तल चतुर्भज 48८0) का विकर्ण 4८: रे 


ही उसका केवल एक सममिति अक्ष है (आकृति 
5.53)। दिखाइए कि 
(0) यह चतुर्भुज एक पतंग के आकार का है। 
(/) दोनों विकर्ण परस्पर लम्ब हैं और (९: 
(7) सम्मुख कोणों का एक युग्म परस्पर 
बराबर हैं। 


, एक चतुर्भज 48८70 का केवल एक ही 


सममिति अक्ष है और वह उसका विकर्ण नहीं आकृति 5.53 
है। दिखाइए कि चतुर्भन एक समद्विबाहु समलम्ब है। 


. चतुर्भज 48८५) के दो सममिति अक्ष हैं और वे इसके विकर्ण नहीं हैं। दिखाइए कि 


42८7) एक आयत है। 

[संकेत ; मान लीजिए कि 4.८7) का एक सममिति अक्ष # है जो 48 और /0८' को 
प्रतिच्छेद करता है। तो #, 48 और 70८ का लम्ब-समद्विभाजक है, अत: 49 || 70८ 
और “4 -- ८४, इत्यादि] 


. चतुर्भुग 48८70 के चार सममिति अक्ष हैं, जिनमें दो उसके विंकर्ण हैं। दिखाइए 


कि 478८7) एक वर्ग है। 
[संकेत : प्रश्त 5 और 9 का प्रयोग कीजिए।] 


. ग्राफ पेपर पर दी गई आकृति को देखिए (आकृति 5.54)। दो बिन्दु 4 और # रेखा # 


के एक ओर स्थित हैं। रेखा # पर एक ऐसा बिन्दु £ ज्ञात कीजिए जिससे कि 4. + #.े 
न्यूनतनम हो। 
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2, 


3. 


(4, 


[संकेत : मान लीजिए रेखा # के 
सापेक्ष, 4 का सममित बिन्दु .4” है। 
4 '3 को मिलाइए जो १! को ञ्र पर 774/4 
प्रतिच्छेद करे। तब ही अभीष्ट 


. बिन्दु है। इसे सिद्ध करने के लिए, हम नमी मम 


देखते हैं कि 4.४ + 7792-४4! 
+-४9-.4 8, और यदि ? का अन्य 
बिन्दु # पर है, तो #/4+ ४9 
+74"'+7579> «'9] 













सभी सम्भव स्थितियां प्रद्शत कीजिए। लि मम कि मिल लक 


लैछंभ कछभ 2 भा जाए स भा सा छ को 
|. | | 4. | 0 0 | || | | | | | चयन 


[संकेत : यहां पर तीन अलग स्थितियां. 44444 44444: : न: 


सम्भव हैं।] 72285 52277 77225 
ग्राफ पेपर पर दी गई आकृति को विीलििनिमि मिन मिशन मम मिलन मम मिस 
देखिए (आकृति 5.55) । अब, रेखा. 444: 


7787] [7"+7++7[/7777777+ न कैैौ+_१।77+4+7]7++(४/ न 
बनाहाक। हमारा बवासाहह॥कक #ि॥ बल्ब 


१ के सापेक्ष, दिये हुए वृत्त के भ्ड5! :4722:252555::57557772527 7525 0522752535257247455:::74752422555: 


सममित वृत्त को बनाइए। क्या पूर्ण वि 


आकृति का कोई अन्य सममिति अक्ष. मिनी ३ 


( ।। | 0 | | 8 2. | । हे ।। । | ही 4 और 


भी है? क्‍या ये दोनों वृत्त सर्वांगसम अर रा 


हैं? इनके अभिविन्यास (०० हि किए 


““77। [| [7757 वी] य।[[ह। । | । | | | | यह 8 |. 


(0॥)$) के बारे में आप क्या कहेंगे? +-77+74777-+774$4-7/+47$74777+7575++ 


ग्राफ पेपर पर दी गई आकृति को देखिए (आकृति 5.56)। अब, रेखा # के सापेक्ष, दी 
हुई आकृत्ति के सममित आकृति को बनाइए। देखने पर आपको क्या प्राप्त होता है? 
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]5, आकृति 5.57 में, एक खाक़ा दिया है। रेखा / के सापेक्ष, 4 8 (४ « क्रमशः 4, ४ 
के के सममित है; परन्त इन्हें प्रकट नहीं किया गया है। दी हुई आकृति के समभित 
आकृति बनाये बिना, निम्नलिखित कथनों की जांच कीजिए और बताइए कि वे सही हैं 

या गलत। 





6 
आकृति 5.57 


क) 479'2१0' एक वर्ग है। 
| 


(ख) ,4/9' || (५0 

(ग) 479! | १७५" 

(घ) /१/॥॥१९/ एक वर्ग है 
(ड) 47" | 772! 

(च) रेखाखण्ड /2' ॥(2! 9९” संगामी हैं 
(छ) (7"- 7५0' 

(ज) 49 | 4'0' 

([भ) ८20/72 

(ज) ८47५० 


4 


| 


>पै 


ए 


अध्याय 0 
त्रिकोणमिति 


6.। भूमिका 


हे 


इस अध्याय में हम गणित की एक प्रमुख शाखा का जिसे त्रिकोणमिति (॥0007077) कहते हैं 
अध्ययन करेंगे। त्रिकोणमिति' का शाब्दिक अर्थ है : त्रिभुज की भुजाओं का मापन | त्रिकोणमिति का 
मख्य उद्देश्य, निम्नलिखित प्रश्न को हल करना है 
यदि एक त्रिभूज की कछ भजाएं और कोण ज्ञात हों, तो किस प्रकार शेष भजाओं और कोणों को 
ज्ञात किया जाए?! 
इस समस्या का हल, हम एक समकोण त्रिभज के न्यून कोणों के सापेक्ष, उसकी भजाओं के परस्पर 
अनपातों का प्रयोग करके करते हैं। इन अनपातों को कोणों का त्रिकोणमितीय अनपात (2000० | 
78॥09) कहते हैं। ऐसे प्रश्न प्रायः खगोलिकी, इंजीनियरी सर्वेक्षण, नौसंचालन आदि से संबंधित होते हैं. 
जिन्हें हल करने होते हैं। इस, तरह हम यह देखते हैं कि त्रिकोणमितीय अनुफततीं के अध्ययन की 
अत्यधिक व्यावहारिक उपयोगिता है। ॥ 


6,2 कोण के ७॥९, (०६४८ तथा [श्ाए्रशा 


आकृति 6. में, 6 (कोण ४4.४) एक न्यून कोण 
दिया है उसकी भूजा .47 पर कोई बिन्दु / लीजिए 
और 79 4.४ पर लम्ब खींचिए। 

इस प्रकार हमें 8 48 एक समकोण त्रिभुज 
प्राप्त होता है जिसमें 7१478 - 6 है। अनुपात 


प को कोण 8 का ॥॥6 कहते हैं। संक्षेप में हम 
इसे ॥॥ 0 लिखते हैं 


अतः धो 0 -८ छः आकृति 6.] 





अर ब०>->+ >क जीत 


&ः 
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में | है 3 री ४ कर्ण ह्ै 
क्योंकि समकोण त्रिभुज 7१4४ में भुजा 7४, कोण 6 के सम्मुख है और ,4/? कर्ण है, अतः 


| कोण 6 की सम्मुख भुजा बी 
5 80 +- 


अब सम्भवतः आप यह प्रश्न कर सकते हैं कि यदि » की स्थिति 24 # पर कहीं और हो तो क्या 
होगा? 
यदि बिन्द /? को भिन्‍न-भिन्‍न स्थितियों पर लें तो /8 और .4/ की लम्बाइयों में तो अंतर आ 


2? 
' जाएगा परन्तु अनुपात न पहले के समान ही रहेगा। इस तथ्य को समरूप त्रि भुज लेकर सिद्ध किया 


जा सकता है। यहाँ हम बिना उपपीत्ति के इस तथ्य को सही स्वीकार कर लेते हैं। 


5 4४ के संबंध में, जहाँ ८/१478 -- 9, हम कोण 0 के दो अन्य त्रिकोणमितीय अनपात निम्न 
प्रकार से परिभाषित कर सकते हैं 


8 9 ५ खा 
00986 8 -+ शः धाएश॥ 89 ++ 


47 
क्षेप में 47 79 
या संक्षेप में व “--+ - 
९08 0 श्र 870 0 शा 
क्योंकि ७ /?47 में 6 की संलग्त भजा 47 हैं. अत 


संलग्न भूजा सम्मुख भुजा 


00$ 0 -+ ध 8 ५८5 --+----+-.. 
. कर्ण ण | ! सलग्न भजा 


यहाँ आप यह देख सकते हैं कि ॥॥] 96 की तरह ००५ 6 और (॥॥ 0 भी कोण 9 पर निर्भर करते हैं न कि 
' त्रिभज के आमाप पर। 


टिप्पणी : ध्यान रहे कि आ। 0, कोण 6 के ४४76 का संक्षिप्त रूप है। यह ॥॥ और 6 का गुणनफल 
नहीं है। कक. 
उदाहरण 6.: « /(07 में, 222 समकोण है, 222 3, (270 54 है। यदि ८7? ०, 


८२ -- (, तो आं। ०, 005 6, । ०, शं। (8, ०05 (8 और (87 8, ज्ञात 
कीजिए। 


हल : एक त्रिभुज (27? बनाइए/ जिसका कोण (2 समकोण हो (आकृति 6.2)। 
पाइथागोरस प्रमेय से 
कर्ण ॥४? < -/3' + 47 ८ 5 
कोण ८ के लिए े 
संलग्न भुजा ८- 3, और सम्मुख भजा -- 4 रा 
कोण 8 के लिए ' 


त्रिकोणमिति 


। संलरन भुज़ा 55 4, सम्मुख भुजा ८ 3 
सम्मुख भुजा _ 4 


अतः भा ८ + 5 वक्त 
0०7-“ क्षण 7 ५ 





संलग्न भूजा 3 
लण्ड 
मिल कि ५६ «8 5, लक: 
४0० स्तन भजा . 3 + 
इसी प्रकार, न्‍ 
4३ ५ _3 
आ। 8 न ८! ०088 न धा 8 न्यू 


प्रश्नावली 6. 


[. & 49८ में, “4 समकोण है। निम्नलिखित में से प्रत्येक के लिए, आ। 8, ०05 ८! और 
आ 3 के मान लिखिए : 
(क) #८'- +/2, 48 5 4८ 55 ! 
(ख) 428 -- 5, 4८ 5-5 ]2, #८0 ८ 3 
(गे) 4728 5 ]2, 4८55, #८' 5 33 
(घ) 479 +- 20, 4८'-- 2], #८ 5 29 


6.3 ॥॥ 0, ००५ 0 और ॥97 8 में सम्बन्ध 


कोण 6 के अनुपातों ॥॥ 0, ००४ 6 और (७॥ 0 में निकट 
का सम्बन्ध है। यदि उनमें से कोई एक ज्ञात हो, तो हम 9 
' हम अन्य दो का परिकलन आसानी से कर सकते हैं। | 


आकृति 6.3 में, 
५ ॥-- 72 ही 
था) 0 +- 27 005 9 


_ 
8॥ 8 ++ त्ञ | 
02 ४2/7२/८०27 ा) 0 


20 27४/27 ००४ 6 आकृति 6.3 


(7? 
ख्ए 





अतः ॥ 6+-- 
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उदाहरण 6.2 : यदि ॥॥ 80 5८ --- हो तो ७0०5 8 और (७॥ 9 ज्ञात कीजिए | | 


हु 
हल : एक समकोण त्रिभुज बनाइए, जिसमें /48८/-- 6 और आ॥ 8- 
| (आकृति 6.4) 
पाइथागोरस प्रमेय के अनुसार, तीसरी भुजा 
48- २/57- 3 >4 
संलग्न भूजा_ _4 
कर्ण 5 
सम्म्ख भूजा 3 
[8 आनजज+-जनजमतमा+5 ८८:--+ 
आह संलग्न भजा 4 


“ 0098 8 5८ 





आकति 6.4 


उदाहरण 6.3 : यदि ०0५ 4 -- --- हो, तो थ॥ 4 और (॥॥ 4 ज्ञात कीजिए 
हल : एक ऐसा समकोण त्रिभज 4790८" बनाइए जिससे कि 008 4 5--- 


(आकृति 6.5) 


पाइथागोरस प्रमेय के अनसार, तीसरी भजा 
#2ट5८ २/37-]“- -/8--2./2 


सम्मुख भुजा _2./2 
अब, शा 4 सजा काया 


कर्ण 3 हा । न, 
(8 44 कप बजा कद शा २०2५/2 आकृति 65 दर 
उदाहरण 6.4 : यदि ॥ 8- २/3, तो जा 9 और ८००५ # ज्ञात कीजिए। 
हल : एक ऐसा समकोण त्रिभज 42८" बनाइए जिससे कि 
8॥ 2 -- ५ /3- जे (आकृति 6.6)। 
पाइथागोरस प्रमेय के अनुसार 
428 - २/(ध/३)+] 
 >/3का८ 
अब, शा 87 ० न कक ; ह सा 
0089 -- अप आकृति 6.6 


482 2 


त्रिकोणमिति 


प्रश्नावली 6.2 


! ॥ ॥ ॥ $ 


निम्नलिखित में से प्रत्येक तीन त्रिकोणमितीय अनपातों में से एक ज्िकोणमितीय अनपात दिया द 


हुआ है। अन्य दो अनुपात ज्ञात कीजिए 


, 2 
(]) शा 4 5८ हा (2) ०08 # 5८ न्ट (3) ०08 8 5८ दर 
(! -- , |] _ 3 
(4) (8 (/ 55 ] (5) शा 8 न पद (6) (8 श/ उ-- पठ 


6.4 अन्य त्रिकोणमितीय अनुपात 


कोण 0 के ४76, 00॥76 और (४02०॥ के अतिरिक्त कोण # के तीन अन्य त्रिकोणमितीय 


अनुपात 00शभ४०॥, ४९८७॥ और 005६८८थ॥४६ होते हैं जिन्हें हम निम्न प्रकार से परिभाषित 
करते हैं। 
यदि 6 कोई न्यून कोण हो, तो 


] ] _। 
00४९० 0 पह ! 0 कान 00 9 


यह स्पष्ट है, कि यदि इन छः त्रिकोणमितीय अनपातों में से कोई एक अनपात ज्ञात हो, तो 
'शेष सभी अनपातों का परिकलन किया जा सकता है। 


उदाहरण 6.5 : यदि 5००6 55 2 हो, तो कोण 6 के अन्य सभी त्रिकोणमितीय अनुपात ज्ञात 
क्रीजिए। 
लद ] 
हल : क्योंकि, 520 6 5८ कि 2, “ 6080 का प्रा 
$0 2 


एक ऐसा समकोण त्रिभज 479८ बनाइए जिससे कि “84८ + 8 
और ०08 6 +- हज हो। (आकृति 6.7) 


अब, #2 + /4८ - 48 











जि 2 - [* कक 
न्‍ वि+-]5 3 
, न१6- ० _ ४3 
55 5 2 
; ।।.. ._ 2 
008९९ हर तक जा कट 
॥ 0 -- दा कम अलग म 





| > 
आकृति 6.7 


4. | 
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00 0 “ 
(8॥ 0 "/3 
उदाहरण 6.6 : यदि #0॥ 9 +< 4 तो (80 6 + ॥॥ 6 ०05 8 + ००६ 0 का मान 


ज्ञात कीजिए। [((॥॥ 0) की ॥80* 6 के रूप में लिखा जाता है। इसी प्रकार 
»॥-7 8 का अर्थ है (४॥ 0)' आदि ] 


हल : धा 0 न्‍र न क्‍ (दिया है) 
एक ऐसा समकोण तिभज 48८ धनाइए जिससे कि /84 ८! ८ 06, और 
0 उन + हीं (आकृति 6.8) 
अब, 489 - /4टें - उठ 








त्न्क 
व 25 - 9 
-- */6 
-- 4. 
रथ 
9फज ना 
003 हि 
3 
॥ पत ++ 
क्षाा 0 7 । ५ 
की [8॥ 8 हद है 


अब, (७7* 6 + 7 0 ०05 6 + ८0 0 


35.) 3!॥[/4 4 
“(| +5)5|+ 5 
285] 
]200 
उदाहरण 6.7 : समकोण त्रिभुज 429८ का कोण ८! समकोण है। यदि [॥ 4 ८८ बा 
और (॥ 9 -- ५3 हो, तो दिखाइए कि जा 4 ०08 2 + ७०8 .4 शा 2 + 
हल : एक ऐसा ससकोण त्रिभूज बनाइए जिससे कि (श 4 5८ हक: और 
(0 # + २/3, ह 
अब, 48 -- 4 + #ट 
ने (५३) + 7 


न्‍2 


त्रिकोणमिति 


च आज- पके 


34] 


अतः शञा 4 उ< जे ५» 008 4 5 रे 


| 2 
इसी त्िभुज में, 
है ठि छ 
(0 8 - कट हर न हे ३3 ' 
ु ०० क + [ 8 5-४२ ' 
“* 2 *आ87-5 
अब, था 4 ०08 8 + 008 4 भा। सु कर कं 
किम हा ५3 टि आकृति 6,9 
8 3 की थी थे 
मल 
बढ का 


अतः, ध 4 0०058 9 +* 008 4 शा 82 ८5 |] 


प्रश्नावली 6.3 


यदि ८08०८ ,4 5 *५/0 हो, तो शेष पांच त्रिकोणमितीय अनुपात ज्ञात कीजिए। 
यदि ००६ 6 5- ता हो, तो ००५ 0, ॥॥ 0 ज्ञात कीजिए। 
यदि झं। 4 +< हर हो, तो 008 .4 00820 .4 + ६8 .4 $०० 4 का मान ज्ञात कीजिए। 


, यदि (2 4 5 2 हो तो निम्न का मान ज्ञात कीजिए : 


९९८ .4 शत 4 + ्वा4 -- 00560 4 


, यदि आ॥ 2 <- तर , तो दिखाइए कि 


3 ०08 98 -- 4005 9 5: 0 


, यदि (॥॥ 4 5 | हो, और (80 # ८ ५3 हो, तो 
005 4 005 8 - शा। 4 शा] 
का मान ज्ञात कीजिए। | हि 
, यदि वा। 4 ८ 2 “- हो, तो दिखाइए कि ञं। 4 00७ चर का 
, यदि ००७७० 4 ++ 2 हो, तो ----- 20 / _ का मान ज्ञात कीजिए। 


8 4 ]+ 0०05 4 


, यदि 5७०० 5 - हो, तो दिखाइए कि 


| 342 


! 


पक पक 
| गणित 


|! + ध्या व आर हट हट 
[का] 0 धार रा (ई, 2४७92 


कफ कर (). [॥5/ 
] + 477 2 920 
0, दिखाइए कि (7 # -- आ # ८: 97 | ४९८३ न्‍. 


' जबकि ०0.8 5 - हो। 
6.5 कुछ विशेष कोणों के त्रिकोणमितीय अनुपात 





, हमने न्‍्यून कोण ७ के लिए, आ॥ ०, ००8 & इत्यादि की परिभाषा दी है, परन्तु हमने किसी विशेष 


'कोण- & के लिए थं। ०, आदि का मान ज्ञात नहीं किया है। हम कुछ कोणों के त्रकोणमितीय अनपात 


' ज्ञात करने के लिए, अपने ज्यामितीय ज्ञान का प्रयोग कर सकते हैं। अन्य कोणों के लिए, हमें बनी बनाई 
' सारणी का प्रयोग करना होगा। 


न ती-.ल......... 


307 के त्रिकोणमितीय अनुपात 
आपको याद होगा कि समबाह्‌ त्रिभुज का प्रत्येक कोण 60० का होता है। इस त्रिभुज के एक कोण का 
समद्विभाजक, प्रत्येक भूजा के साथ 30? का कोण बनाता है। 
मान लीजिए & .48८', समबाह्‌ त्रिभज है, जिसकी प्रत्येक भुजा की लम्बाई ८ है (जिसका प्रत्येक 
कोण 60" का है।) मान लीजिए 472 8८ पर लम्ब है (आकृति 6.0) 
5 42८! समबाहु तिभुज है, 4/), कोण 4 का समद्विभाजक भी है, और /) 9८ का 
मध्य बिन्दु है। 


और क्योंकि 90 -- 4, इसलिए 70८ < रे और /॥04८ - 307 
& 47/)00' में, //0 समकोण है, कर्ण 4(/ ८ 6 और 70८ 55 -- 


./ पाइथागोरस प्रमेय से 
470 - 4(! - 768 < ८ - (_- दा ग 
472 5: 


अब, समकोण त्रिभज 470८ में, ८704८" -- 307 
सम्मुख भुजा 0८ _ ०/2 _] 








* शा] 30? ८ >- कल: 
आ। 3 कर्ण 440 धर 2 
संलग्न भजा 3३८ 3 
हि (0९0५ ३07 5 जज सनक गलत रे: लक सहित ध्ट्् (2 अव्या _/34/2 नस >जजन-+न 
कर्ण 4८ 2, 
सम्मख भजा । 
मा की 2 8 2 
संलग्न भुजा. 40. ४3०/2.  #० ३) आकृति 6.0 


दि 


त्रिकोणमिति 
] 








05 हे 
35023 0॥ 30० 
०... 8 
5९६९ 30 का दर 
ह (0 >> ] बम 
४०५ 30९... ४३3 
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टिप्पणी; यदि किसी समकोण त्रिभुज में एक कोण 30? का हो तो उसकी सम्मुख भुजा कर्ण की 


आधी होती है। 
607 के त्रिकोणमभितीय अनुपात 


आकृति 6.0 को पुनः देखिए। 6 470८ में /704८' < 30% /470८' 5 90" 


८4९42 ++ 607 


अब, समकोण त्रिभुज 470८ में /4(70 ८ 60० 


, .] 60० - सम्मुख भुजा _ 
; "+ था] न. | कर्ण 


न संलग्न भुजा 
»*« 0५ ल्न+ कर्ण 
सम्मुख भूजा 
संलग्न भुजा 
][. 2 
0 ि नीता 
००७७० ०७० + 6८ _ 5 


560 60? -- पक क 2 


“ [28] 600? -- 





| ] 
0 -+॑े। कत-॒ -5: 
की नल 


45० के जिकोणमितीय अनूपात 


यदि समकोण त्रिभज .49(८ में, ८2 समकोण है और /.4 ८ 45" हो, तो “8 -- 45"। इस 
प्रकार “4 -- ८8 और इसलिए 9८' ८ ,4८' 


4८. 


__ 22८ 
.. 4८ 
_. 42 
आज 


५३८८2 _ ५3 
2 


धर 


_4/2 |! 


ऑका--ुन्पनम 


2 


५ 
3 /ट ५ 
कल ध्काः -- $६/3 


मान लीजिए, #८(! ८ .4८' -- ७, तो पाइथागोरस प्रमेय से 
479 5: ४8८7 + 4८४ -- 6 + ध 5८ 26 


24 
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अब क्योंकि समकोण त्रिभुज 49८ में, 2.4 +- 45%, अतः 


पल 2 गा 
डर कर्ण 4090. 24. ०2 
संलग्न भुजा 4८ धर | 








४ ४ आक 37 आता 
सम्मुख भजा 26 

0) 457 + "55 का ओणज ऊ॑े +- +८ ] 
संलग्न भूुजा 4८ ६ 





इसलिए, ८058० 457 लक 2, 8४६० 457 -< /2, 00 45? -| ५ 


07 और 907 के त्रिकोणमितीय अनपात 


हमने ४॥ 8 और ८०५ 0, इत्यादि को प्रत्येक न्‍्यन कोण 6 जहां 0< 8< 90% के लिए परिभाषित किया 
है। 
: यदि 6-0० या यदि 8- 90" हो, तो हम इनके लिए अलग से परिभाषा देते हैं 
(क) श्र) 07-:0,.. 00४ 0९5] का) 07८0, $60 0१5८ | 
(००५८८ 0? और 00 0? परिभाषित नहीं हैं) 
(ख) थ॥ 907-5],. ०08 90?-0, ००5९० 907-]. ०0 90?5-:0 
(४४० 90? और ॥%॥ 90? परिभाषित नहीं हैं) 
आइए अब हम 07, 30% 457, 607 और 90०" के सभी जिकोणमितीय अनपातों को एक साथ एक 
सारणी के रूप में प्रस्तुत करें। 


आकृति 6.] 


5] 0 005 0 (8 0 005९९ 0 580 0 
0 ] 0 परिभाषितनहीं. ] परिभाषित नहीं 
]/2 0 जे: आओ 059, + 


2: ] 2 
५/3/2 (/2.. ८ यु 2/./3 2 
] 0 परिभाषित नहीं ' ] परिभाषित नहीं 





उदाहरण 6.8 : मान ज्ञात कीजिए : 
2 था। 307 (॥॥ 60?-3 ०08 600 ४६० 307 


, वाम पक्ष २-0 607“ 
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'हलः “<* क्योंकि 
| हु ु || (हे | 2 
॥॥ पे 0-०... 0--.. /9 0--- 0 --- 
३ अ 307 - व ५ शा) 605 ९/3, ०05 60?--7 , $80 30 हर 
“» 2 शा 307 (ह॥ 60?-- 3 ८०४१ 60० 50८" 30? 
टे 
न्-2 3 . 
। | (३) । | ्ि । _ 
6 लि 0 8 
4. 4 3 4 
5 3 2 
4 
'उदाहरण 6.9 : सत्यापित कीजिए कि 
8४॥ 60?--2 »॥ 30? ०08 307 
हल : 82 





॥ 


दक्षिण पक्ष 2 ॥॥ 307 008 30९ 


अर 2 आल 2 
2 27 5 


» वाम पक्ष -- दक्षिण पक्ष 
अतः दी हुई समता सत्यापित हो जाती है। 


प्रश्नावली 6.4 


]. निम्नलिखित व्यंजकों के मान ज्ञात कीजिए : 
(क) 00560" 30? । 457--560* 60? 
(ख) »॥ 30? ०05 45?+ ००६ 307 ञ्ञा) 45९ 
(ग) ॥ 307 56० 457-+-॥4॥ 607 5९० 30? 
(घ) ०05 307 008 45?--॥॥ 307 धं।॥ 457 
(ड) (६8 607 0086८ 457-+-860* 307 (&7 457 
2 निम्नलिखित में से प्रत्येक को सत्यापित कीजिए: 
(क) ०05 60?-:]--2 आ॥ 307-2 ०04 30?-] 
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(ख) 005 9075] - 2 ॥॥7 457--2 ०0४” 45?--] 


। हा ९५ १ | * » जप] ५] ! ५ +) थ 0022 ॥ 
शा 00 “दा 30 _ 0] 30० ि (७ 
।+-.9॥ 607 (॥ 30)? ह 


) 

घ) 80 30९ 008 60?--005 30? शा 60?--970 907 

ड) 0०08 307 ०05 60?-शं) 30? शा) 60?--:008 907 
) 


र्ग 


नी 


के 


--/॥ 607 ]--(8॥ 30)? 


008 607 ]+[%।॥। 307? 
) 2008 30?+8॥ 60 


]+ 97 300?-+- 0०08 60)? 


्ञु 


5500 307 


ह5॥ 


6.6 ऊंचाई और दूरी क्‍ 
इस अध्याय के प्रारम्भ में, हमने त्रिकोणमिति में हल किए जाने वाले मुख्य प्रश्न का वर्णन इन शब्दों में 
दिया था। 

“यदि एक त्रिभज के कछ कोण और भजाएं ज्ञात हों, तो शेष कोणों और भजाओं को कैसे ज्ञात 
किया जाए”। अब हम इस प्रश्न को हल करने के लिए तैयार हैं यदि त्रिभज समकोण है। 

आइए एक उदाहरण से इसे प्रदर्शित करें। 


उदाहरण 6,0 : ७.479८' में, “4--30" ८8--90" और 479-5 हो, तो 2८! ज्ञात कीजिए। 


हल : दिए हुए आँकड़ों से 8.48८' बनाइए जैसा कि आकृति 6.2 में दिखाया गया है। 
हम जानते हैं कि ० 
80 4 सूप 
8 ब४2 
अर्थात्‌, (॥ 30९5-- कप 2५ पा 
> का छ 
५ || 5 5५/3 
8(/55[ ्््ट -पन+ आकृति 6.2 
3 थ॥ 30?--5 ज्््च्द्ध 


उन्‍नयन कोण (श६6 0० श९ए४४०ा) और अवनमन कोण (शा्टर ण 0९97९६४ंंणाओं 


उदाहरण 6,0 में दिए गए प्रश्न जैसे अनेक प्रश्न हमारे वास्तविक जीवन से संबंधित होते हैं। 

मान लीजिए हम एक पेड़ की ऊंचाई उसकी चोटी तक जाए बिना ज्ञात करना चाहते हैं। हम पेड़ के 
आधार बिन्दु 9 से कुछ दूरी, मान लीजिए 20 मीटर की दरी पर बिन्द 4 पर छड़े हो“जाते हैं 
(आकृति 6.3)। मान लीजिए हम ८8.4८! को माप सकते हैं और मान लीजिए यह 30 है तौं ठीक 
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उदाहरण 6.0 के हल के अनुसार, हम वक्ष की ऊंचाई 8८! का परिकलन कर सकते हैं: 
८ ए औ .5 मी (लगभग)। 





आकृति 6.3 


ध्यान दीजिए कि व॒ुक्ष की ऊंचाई एक त्रिकोणमितीय अनपात की सहायता से (बिना उसके मापे) 
ज्ञात की है। 

जब कभी किसी अभियन्ता के सम्मुख नदी की चौड़ाई या पर्वत की ऊंचाई ज्ञात करने जैसी कोई 
समस्या आती है, (जिसे मापक टेप द्वारा मापना अंसम्भव या असुविधा जनक हो) तो वह प्रकृति में एक 
बड़ी त्रिभूज की कल्पना करता है, जिसकी एक भुजा, वह रेखा है जो नदी के एक ओर से दूसरी ओर तक 
हो, (या वह रेख्ग जो पर्वत की चोटी से भूमि तक लम्बवत्‌ हो, इत्यादि) और इस त्रिभूज की कोई एक 
भुजा मापक टेप द्वारा आसानी से मापी जा सके, और उसका एक कोण, सैक्सटैण्ट या किसी अन्य सर्वेक्षण 
यन्त्र द्वारा मापा जा सके, तो एक भुजा और एक कोण के ज्ञात होने पर अभियन्ता त्रिकोगमितीय अनपात्तों 
की सहायता से अज्ञात भजा अर्थात्‌ नदी की चौड़ाई या पर्वत की ऊंचाई मालूम कर सकता है। 

अभियन्ता की प्रविधि को, उदाहरंणों द्वारा प्रदर्शित करने से पूर्व हमें दो शब्दों को परिभाषित 
करना होगा। 

मान लीजिए, हम एक वस्तु को देख रहे हैं। दृष्टि-रेखा, वह सरल रेखा है जो हमारी आंख से वस्त्‌ 
को जिसे हम देख रहे हैं, जोड़ती है। 

ं यदि वस्त, आंख की क्षैतिज रेखा से ऊपर हो, (अर्थात्‌ यदि वस्तु, आंख के स्तर से ऊपर हो) तो हमें 

वस्त की देखने के लिए अपने सिर को ऊपर उठाना पड़ेगा। इस प्रक्रम में, हमारी दृष्टि एक कोण से घूम 
जाती है। इस कोण को, वस्तु का उन्नयन कोण (४0९७ रण ७४७ए४४०॥) कहते हैं (आकृति 6.4) 
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जे | |] | “कु, | है | || है दि ॥ ६१4 अर ध्र् कप 


वस्तु 


)॥ $ ३ 





गा 208६ वि जे नर >2 
2907० 08५ मे ० ० 
छा के ->. पक 20: & ] ् चर 
् 2) 


>> ० [4 
क्षेंतिंण रेखा हि 


ही मिनी, मत ३ 


आकृति 6.4 


यदि वस्तु, आंख की क्षैतिज रेखा से नीचे हो, (अर्थात्‌, यदि वह वस्तु आंख के स्तर से नीचे हो) तो 
हमें उस वस्त्‌ की देखने के लिए अपना सिर नीचे की ओर झुकाना पड़ता है। इस प्रक्रम में, हमारी दृष्टि 
एक कोण से घूम जाती है। इस कोण को उस वस्तु का अवनमन कोण (8786 0 4७७7०४४०7) कहते हैं... 
(आकृति 6.5)। 


> न» बन 


फय न्यार अककक ता] खव्कलान आना. आका3-..गगायााकमिक 





+ ०" कक 
4७. प्त 


जज जा है 5। ता आप 





आकृति 6,5 


ध्यान दीजिए कि सामान्यतः किसी वस्त्‌ के 
उन्नयन कोण (या अवनमन कोण), व्यापक में 
अलग-अलग बिन्दुओं पर अलग-अलग होता है। 
उदाहरण के लिए, आकृति 6.6 में, वस्तु £ का 
बिन्दु 0 पर उन्‍्तयन कोण, ८॥४2/ है, और .4 पर भि ०0 रे 
८१४47 है, जो पहले से भिन्‍न है। आकृति 6.6 


त्रिकोणमिति 


उदाहरण 6.47 


हल - 


उदाहरण 46.2 


हल : 
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एक मीनार भूमि पर ऊर्ध्वाधर खड़ा है। भमि पर, मीनार के आधार से 5 मी दरी 
पर स्थित एक बिन्द्‌ से उसकी चोटी का उन्‍नयन कोण 60" है। मीनार की ऊंचाई 
ज्ञात कीजिए 

मान लीजिए, / मीनार की चोटी है, और ॥/ उसका आधार बिन्द है। मान लीजिए 
भूमि पर, 0 वह बिन्दु है जहां / का उन्‍नयन कोण 60०" है (आकृति 6.7) 
तो, 0॥/-5 मी, ८॥/07- 60 
स्पष्टतः मीनार की ऊंचाई !॥/ की लम्बाई है। 

अब, 

2[7/॒ 70॥/ 

(॥] ८॥/८(//7 08४ 5 


)॥४ (मी में)-5 4 ८0४07 
>-]5 [4 60? 
+]5./3 
--26 (लगभग) 60० 

अतः मीनार की ऊँचाई 26 मी (लगभग) है। 


0 5मी कं 
आकृति 6.7 


: एक लम्बा वक्ष, नदी के एक किनारे पर ऊर्ध्वाधर खड़ा है। दूसरे किनारे पर, वृक्ष के 


ठीक सम्मुख स्थित एक बिन्दु से, वृक्ष की चोटी का उन्‍नयन कोण 60” है। उसी 
किनारे पर, इस बिन्द से 20 मी पीछे, स्थित एक बिन्द से वक्ष की चोटी का उन्नयन 
कोण 30" है। वक्ष की ऊंचाई और नदी की चौड़ाई ज्ञात कीजिए 
मान लीजिए, /? वक्ष है, और # इसकी ऊंचार्ड है। मान लीजिए, दूसरे किनारे पर 
व॒क्ष के ठीक सम्मुख 0 बिन्दु है, जिससे कि 00/ ही नदी की चौड़ाई है। मान 
लीजिए, यह चौड़ाई ८ मी है। 

मान लीजिए बिन्द .4, बिन्दु 0 से 20 मी पीछे है, तो आकृति 6.8 में ७ 
/2॥/>-४ मी, 00/>" 4 मी, .400-:20 मी 


“४९०५-60? ८4.4/2- 30? 


इसलिए [७॥ 60९ -< कं ह 
3 या॥#< 4/3 बट 
८ 
और, हे है जिम लक. जम ४ 
(8॥ 30? -- 


४१-20 आकृति 6.]8. 


350 


उदाहरण 46.]3 : 


हल ; 


गणित 


३ 3 0 

3 ध+20 

अर्थात्‌ बल 
|| 3 


ठ 47-20 
इस तरह ०/3-- कट 
या 347-४+20 
“». ८+>-0 
और #5-4./3-05/3 
+२]0/2 ].7325८- ] 7.32 
अतः नदी की चौड़ाई -4 मी 
--]0 मी 
वक्ष की ऊँचाई ज#मी. 
-7.32 मी (लगभग) 


एक प्रकाश स्तम्भ को 00 मी ऊंची चोटी से देखने पर, इसकी ओर आ रहे दो 
जहाज़ों के अवनमन कोण क्रम शः 307 और 45" है। यदि एक जहाज, ठीक दूसरे के 
पीछे हो, तो दोनों जहाजों के बीच की दूरी ज्ञात कीजिए। 

मान लीजिए 70 प्रकाश स्तम्भ है। 4, 2 दो जहाज हैं और 79 क्षैतिज रेखा है जो 
7 से होकर जाती है। तब 4 और 2 के अवनमन कोण क्रमशः “४7५4 और 


. ८ हैं। अत: ये कोण क्रमशः 457" और 30९ हैं। 


अतः “४47 - 457 और /॥0/४7 ८ 307 





काना अर: 
4... 34 
_ 400मी .__ 00मी _00मी _ 
अटल का /रशिए का450९ ]| 00 मी 
इसी प्रकार, 
है _/7 _ 00 भी 
(॥7 ८48 बः बाप 
॥/85--- 00 भी __00 मी _ डे 00:/3 भी 


8॥ /॥/87'_[थ॥ 30" 


ब्रिक्रोणमिति 


अतः 495-0/9-2/4 --00:/3 मी-00 भी 
+(]00 ५/3-]00) मी '्‌ 
-+009< 0.73 मी 
--73 मी (लगभग) 


प्रश्नावली 6.6 आकृति 6.9 
(परिकलन के लिए मान लीजिए, २/2-.4, ५/35॥.73) 


. एक मीनार के आधार से 20 मी. दूर, भूमि पर, स्थित एक बिन्दु से मीनार की चोटी का 
उन्‍नयन कोण 30० है। मीनार की ऊंचाई ज्ञात कीजिए। 

, एक सीढ़ी को एक दीवार पर लगाने पर उसका ऊपरी सिरा, दीवार की शिखर तक 
पहुंचता है। सीढ़ी का निचला सिरा दीवार से .5 मी की दूरी पर है और सीढ़ी भूमि के 
साथ कोण 60 बनाता है। दीवार की ऊंचाई ज्ञात कीजिए। 

. एक बिजली का खम्बा 0 मी ऊंचा है। खम्बे को सीधा लम्बवत रखने के लिए, एक 
स्टील की तार का एक सिरा, खम्बे की चोटी से बंधा है, और दूसरा, भूमि पर स्थिर किया 
गया है। यदि स्टील की तार, खम्बे के आधार बिन्द से होकर जाने वाले क्षैत्िज के साथ 
45० का कोण बनाए, तो स्टील की तार की लम्बाई ज्ञात कीजिए | 

, एक खम्बे के आधार बिन्द से, पर्वत की चोटी का उन्‍नयन कीण 60० है, और पर्वत के 
आधार से खम्बे की चोटी का उन्‍नयन कोण 30" है। यदि खम्बा 50 मी लंबा हो, तो.पर्वत 
की ऊंचाई ज्ञात कीजिए 

. एक सड़क, 50 मी ऊंचे मीनार के आधार तक, सी धे जाती है। मीनार की चोटी से सड़क 
पर खड़ी दो कारों के अवनमन कोण क्रमशः 307 और 60? हैं। दो कारों के बीच की दूरी 
ज्ञात कीजिए और बताइए कि प्रत्येक कार, मीनार के आधार से कितनी दूरी पर है? 


, दो भूमि केन्द्रों से मापने पर एक कृत्रिम उपग्रह के उन्‍नयन कोण क्रमश: 30? और 60? 


हैं। यदि केन्द्रों के बीच की दूरी 400 किमी हो, तो उपग्रह की ऊंचाई ज्ञात कीजिए। 

, भूमि पर एक बिन्दु ? से, एक 0 मी ऊंचे भवन की चोटी और एक हैलीको प्टर, जो भवन 
की चोटी के ठीक ऊपर क॒छ ऊंचाई पर जा रहा है, के उन्‍नयन कोण क्रमश: 30? और 
60" हैं। भूमि से हैलीकोप्टर की ऊंचाई ज्ञात कीजिए। 

, भूमि पर एक बिन्दु से, एक मीनार की चोटी का उन्‍नयन कोण 30" है। मीनार की ओर 
30 मी चलने के पश्चात्‌, मीनार की चोटी का उन्‍नयन कोण 60 हो जाता है। मीनार की 
ऊचांई क्‍या है? 
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१३) क्‍ ॥॥॥ 


0, !ह़ ॥॥)म गौरी गी के मध में, फ ऐो ता है। झर तप पर एक जा कह 
दी के विगत किगारे परदे विद / बोर 0 पक शिषत है कि । 0 गैरव 
कब्र मेहै। गहि/ और (मे कक्ष की चोट के उलग कण क्रमश: ३९ और" 
है, तो कक्ष की उप जात कीए। 

|) एढग्रीगारतरी गो मे एक । मी उसे भव के शिह्र और आधार के अवामत को 
क्रमशः 4१ और (0! है। भीगार की उवाई जात बीजिए। 

||. एक |॥॥ मर, उप मैतार की बोर और से आधार पे, एक च़त की यो के 
उन को! क्रम: 3! और 4४९ है। बदवत की उंवाई गीत कीतिए 

|), (कगार गत. पर छह है। गर्म के उलतांश (॥॥/) (परम के 
एलगकीए) ॥ पर गीगार की छा एके उलताश 0" ए मौरर की छा मे 
(मगर तो है। मगर की उपर माह ीरिए।._ 


अध्याय 7 
आभिकलन 


7.! भूमिका 


आजकल कम्प्यूटर के बारे में हमें बहुत कुछ सुनने को मिलता है। भारतीय रेल प्रशासन ने दिल्‍ली में 
जनता द्वारा यात्रा आरक्षण के लिए कम्प्यूटरों का प्रवेश कर दिया है। वे इस स॒विधा को, अन्य स्थानों पर 
भी, उत्तरोत्तर प्रवेश करने जा रहे हैं। बड़े संगठन जैसे भारतीय जीवन बीमा निगम, आदि, अपने कार्यों 
में कम्प्यूटरों का प्रयोग कर रहे हैं। कई परीक्षा परिषद्‌ और विश्वविद्यालय भी अपने परीक्षा परिणामों 
को तैयार करने में कम्प्यूटरों का प्रयोग करते हैं। व्यापक रूप में, कृत्रिम उपग्रहों को आकाश (8]0800) में 
छोड़ने और विशेष रूप में चन्द्रमा पर मनुष्य को भेजने में, उड़ान के नियन्त्रण के लिए, कम्प्यूटरों का 
अधिक प्रयोग होता है। इस प्रकार, कम्प्यूटर मानव जीवन के प्राय: प्रत्येक कार्यकलाप को प्रभावित कर 
रहे हैं। निःसन्देह कम्प्यूटर का आविष्कार वर्तमान शताब्दी की महानतम उपलब्धियों में से एक है। इस 
लिए प्रत्येक नागरिक को यह जानकारी रखना आवश्यक है कि कम्प्यूटर क्या है। वे कैसे काम करते हैं। 
और उनका प्रयोग हम क्‍यों करें। 


7.2 गणित और कम्प्यूटर 


सम्भव है, आप विस्मय से पूछ बैठें कि कम्प्यूटर का गणित से क्या सम्बन्ध है। इसके उत्तर में, हम आप 
का ध्यान इस तथ्य की ओर दिला दें कि कम्प्यूटर के विकास में जिन तीन व्यक्तियों का अधिक योगदान 
माना जाता है वे तीनों ही गणितज्ञ थे। ये गणितज्ञ हैं: चार्स बाबेज ((॥क०४ 8800886) 
(79-87), एलान ट्यूरिंग (8 एाा8) (92-954) और जोन वोन न्यूमान (30॥॥ ए0॥| 
'प००॥७॥॥) (!903-957)।बाबेज कैम्ब्रिज विश्वविद्यालय में उसी पद पर नियुक्त थे जिसे उनसे 
पहले कभी महान्‌ न्यूटन ने सुशोभित किया था। वे सभी विचार, जिन्हें बाबेज, अपनी मशीन में 
समावेश करना चाहते थे, आज के कम्प्यूटर में उपस्थित हैं। इस प्रकार, बाबेज को, वास्तव में, 
कम्प्यूटर-पिता कहा जा सकता है। ट्यूरिंग एक ब्रिटेन निवासी तथा तर्क गणितज् थे जिन्होंने गणित में 
अभिकलन के क्षेत्र में, बड़ा ही मौलिक कार्य किया। वर्तमान कम्प्यूटर की वास्तुकला ठीक वही है, जिस 
की अभिकल्पना बोन न्यूमान ने की थी। इसी कारण इसे न्‍्यूमान मशीन भी कहते हैं। केवल इतना 
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अन्तर है कि आज के कम्प्यूटर अपनी संग्रह करने की सामर्थ्य और अपनी कार्य करने की गति में अतिशय 
रूप में वृद्धि कर गए हैं। 

कम्प्यूटर के इतिहास से ज्ञात होता है कि बाबेज से पूर्व भी गणितज्ञों की, शीघ्र'परिकलन के लिए, 
मशीन बनाने में अभिरुचि रही थी। एक फ्रांसीसी गणितज्ञ ब्लेज पास्कल (8]॥56 785८७) के पिता एक 
कर-संग्राहक (8४ ००॥०००7) थे। अपने पिता की सहायता के लिए उन्होंने 642 में, एक मशीन बनाई 
जो योग और व्यवकलन की संक्रियाएं कर सकती थी। फिर लगभग 674 में, गोट्फ्रैड लाइब्निज 

(90/06०० ॥,#ए०गांट) [जो कि कलन (०४००४७) के स्वतन्त्र आविष्कारक भी थे] ने एक 

बहु-उद्देश्यीय मशीन बनाई जो योग, व्यवकलन, गुणन, विभाजन और वर्गमूल ज्ञात करना जैसी सभी 
संक्रियाएं कर सकती थी। इन मशीततों को इनके पश्चात्‌ आने वाले केलकलेटरों (८&07/४४०४3) तथा 
आज के कम्प्यटरों के पर्वज कह सकते हैं। 

गणित में कम्प्यूटरों का सी धा प्रयोग हुआ है। कम्प्यूटर के प्रयोग द्वारा ज्याभिति के कछ प्रमेय सिद्ध 
किये गए हैं। ज्यामिति के बिन्दुओं और रेखाओं को संख्याओं द्वारा प्रकट करते हैं और फिर इन संख्याओं 
पर अभिकलन कर प्रमेय सिद्ध करते हैं। गणित की एक प्रसिद्ध समस्या, जिसे चतुर्वर्ण समस्या 
([00-०00प7 9700०) के नाम से जाना जाता है, बहुत समय से हल नहीं हुई थी। कम्प्यूटर की 
सहायता से 975 में इसे हल कर लिया गया है। 

अब आप समझ सकते हैं कि मौलिकता की दृष्टि से, कम्प्यूटर, गणित और गणितज्ञों का शिश है। 
इसलिए यह अध्ययन करना बड़ा रोचक होगा कि किस प्रकार गणित और यथार्थ में गणित की विचार 
विधि, कम्प्यूटर विज्ञान में अपनी भूमिका निभाती है। 


7.3 कम्प्यूटर की कार्यप्रणाली 


कम्प्यूटर एक इलेक्ट्रानिक यन्त्र है। हम क॒छ इलेक्ट्रोनिक यन्त्रों को जानते हैं; जैसे ट्रांजिस्टर रेडियो और 
टेलीविजन। सम्भव है आपने कछ इलेक्ट्रानिक खिलौने भी देखे होंगे। . 

कम्प्यूटर, जैसा कि इसके नाम से विदित होता है अभिकलन अर्थात्‌ परिकलन (८४07४४078) 
करता है। यहां अभिकलन का प्रयोग व्यापक रूप में करना है। यह सभी जानते हैं कि अभिकलन में, 
योग, व्यवकलन, गुणन, विभाजन और वर्गमूल ज्ञात करना, जैसी सभी संक्रियाएं सम्मिलित होती हैं। 
जब भी हमारी समस्या एक दिए हुए छोटे या बड़े व्यंजक का मान ज्ञात करने की हो, जैसे किः 


तप तक: ् 43 2 [2 - 66 + 3 
002 + कक 825 >< (2) + 60 
तो हमें ऐसे ही अभिकलन करने होते हैं। 


अवश्य ही, इसका मान ज्ञात करने के लिए'*भिकलन करना होगा जो एक संख्यात्मक अभिकलन 
है अर्थात्‌ केवल संख्याओं से सम्बद्ध अभिकलन। अब मान लीजिए, हमारे पास 000 नगरों के नामों की 
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एक सूची है। हम इन्हें छाँट कर वर्णमाला के अनुसार क्रमबद्ध करना चाहते हैं। क्या इस कार्य में 
अभिकलन करना आवश्यक होगा। साधारणतया लोग कहेंगे नहीं। अवश्य ही, कम्प्यूटर इस कार्य को 
कर सकता है। कम्प्यूटर बाईं से दाई ओर दो नामों के अक्षरों की तुलना करेगा और यह निश्चय करेगा 
कि कौन सा नाम पहले आएगा और कौन सा उसके पश्चात्‌ । इस कार्य को ' अ-संख्यात्मक अभिकलन ” 
(7णानाप्रशाथां० ०0०7००४४०॥) कहते हैं। 
हम कोई संख्यात्मक व असंख्यात्मक अभिकलन, कम्प्यूटर द्वारा कैसे कराएं? कम्प्यूटर की महत्वपृण 
विशेषताएं हैं कि वे अनुदेशों का पालन बड़ी कर्तव्य-परायणता से करते हैं। वे एकाकी लम्बे और 
बार-बार दुहराने वाले कार्य से नहीं थकते और वे बड़े तीव्र गति वाले हैं। आपको शायद यह जानकर 
आश्चर्य होगा कि वर्तमान कम्प्यूटर प्रति सेकण्ड दस लाख योग संक्रियाएं कर सकता है। परन्तु किसी 
को यह भ्रम नहीं होना चाहिए कि कम्प्यूटर द्वारा किसी समस्या का हल प्राप्त करने के लिए, बस इतना 
करना होगा कि बोलकर अथवा लिखकर समस्या को कम्प्यूटर के किसी भाग में रख दें, कुछ बटन दबाएं 
और कछ चाबियां घुमाएं और कम्प्यूटर में से हल निकलने की प्रतीक्षा करें। अपने साधारण जीवन में, 
हम समस्या को सम्बन्धित विशेषज्ञों को दे देते हैं और उससे हल की प्रतीक्षा करते हैं। मशीन जिसे हम 
कम्प्यूटर कहते हैं इस प्रकार का विशेषज्ञ नहीं है। जो व्यक्ति, कम्प्यूटर की कर्तव्य परायणता, अथक 
होना और तीव्रता का लाभ उठाना चाहते हैं और उनका प्रयोग अपनी समस्या को हल करने के लिए 
करना चाहते हैं, उन्हें स्वयं ही, कम्प्यूटर को यथोचित रूप में, समस्या हल करने की विधि भी बतानी 
होगी। इसी तथ्य को हम यह कह कर प्रकट करते हैं कि हमें कम्प्यूटर को, समस्या हल करने के लिए, 
क्रमादेश (४०827) बनाना होगा। 
अब ध्यान देने योग्य प्रश्न यह है कि किसी कम्प्यूटर को एक दी हुई समस्या का हल करने के लिए 
क्रमादेश कैसे किया जाय? इस प्रश्न का उत्तर पाने के लिए हमें यह देखना होगा कि मनृष्य किसी 
समस्या, चाहे वह छोटी व बड़ी, सरल व कठिन हो, का कैसे हल करता हैं। अपने सम्मुख किसी समस्या को 
पाकर (आवश्यक नहीं कि वह गणित सम्बन्धी हो) एक मनुष्य इसे कैसे हल करने का प्रयत्न. करता है। 
समस्या हल करने के इस दृष्टिकोण का हम कछ उदाहरणों द्वारा अध्ययन करेंगे। 


उदाहरण 7. : निम्नलिखित का मान ज्ञात कीजिए: 
23 -- 23 + 6 » 49 - 2+ 4- (- 0) 
हल : यह प्रश्न बड़ा सरल है और आपने ऐसे बहुत से प्रश्नों का हल निकाला है। ऐसे प्रश्नों 
को हल करने के अपने अनुभव और अभ्यास के कारण, आप इस प्रश्न का हल तुरन्त 
कर लेंगे। परन्तु याद रखें, जब हमारी प्रमुख रुचि यह जानने की है कि प्रश्न का हल 
करते समय हम किस प्रकार से सोचते हैं। हमें कौन सी संक्रियाएं करनी हैं और किस 
क्रम में, अर्थात्‌ हमें किन-किन चरणों में संक्रियाएं करनी हैं जिससे कि अन्तिम उत्तर 
प्राप्त कर सकें। सम्भवतः आपकी प्रक्रिया चरणशः (४/6० 09 ४००) इस प्रकार होंगी: 
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चरण | : 


चरण 2: 


चरपा 3 : 


चरण 4: 


चरण 5; 


चरण 6: 


चरण 7; 


गणित 


दिए हुए व्यंजक के विभिन्‍न पदों को मालूम कीजिए। वे हैं: 
23, - 23, 6 & 49, - 2 +# 4, -- (“ 0) 


पहले दो गुणनखण्डों वाले पद अर्थात्‌ 6 »< 49 लीजिए। इसका मान ज्ञात कीजिए। यह 
294 है। व्यंजक में, इस दो गणनखण्ड वाले पद के स्थान पर इस मान को रखने पर व्यंजक 
इस प्रकार हो जाएगा 

23 - 23 + 294 - (!2 + 4) -+- ( -- 0) 


दूसरे दो गणनखण्ड वाले पद अर्थात्‌ - (!2 + 4) का मान ज्ञात कीजिए। व्यंजक 
में -(2+ 4) के स्थान पर इसका मान अर्थात्‌ - 3 रखने पर, व्यंजक इस प्रकार हो जाएगा: 
23 - 23 + 224 -- 3- (- 0) 


चिहनों का उचित ध्यान रखते हुए, व्यंजक के सभी कोष्ठक खोल दीजिए। इस प्रकार 
व्यंजक हो जाएगा: 
23 - 423 + 294 -- 3+ 0 


धन चिहन वाले सभी पदों अर्थात्‌ 23, 294 और 0 का योग कीजिए। इनका योगफल 327 
है। ध्यान दीजिए कि यह एक धनात्मक संख्या है। 


ऋण चिह्न वाले पदों अर्थात्‌ - 23, और -- 3 को जोड़िए। इनका योगफल - 26 
है। ध्यान दीजिए कि यह एक ऋणात्मक संख्या है। 


यदि धन चिहनों वाले पदों का योगफल (अर्थात्‌ चरण 5 में प्राप्त मान) ऋण चिह्न वाले पदों 
के योगफल (अर्थात्‌ चरण 6 में प्राप्त मान) के निरपेक्ष मान (चिह्न रहित मान) से अधिक 
या बराबर हो, तो चरण 5 से प्राप्त मान में से चरण 6 में प्राप्त परिणाम के निरपेक्ष मान को 
घटाइए। अन्य स्थितियों में चरण 5 में प्राप्त मान को, चरण 6 में प्राप्त परिणाम के निरपेक्ष 
मान में से घटाइए, और प्राप्त अन्तर से पहले ऋण चिह्न लगा दीजिए। (हमारे उदाहरण 
में, यदि” कें बाद का पहला विकल्प लागू होता है। इसलिए इसका उत्तर 
327 - 26 ८ 20] होगा।) 


इस प्रकार, उदाहरण 7. में दिये गये प्रश्न को हल करने के लिए हमें जो चरणशः: विधि अपनानी 
होगी, उसका वर्णन हमने कर दिया है। इस प्रक्रिया में हमने प्रश्नों को हल करने में प्रयुक्त चरणों को एक 
क्रम में रखा है। 

आइए अब एक व्यापक स्थिति पर विचार करें, जिसका उदाहरण 7. एक विशिष्ट स्थिति माना 
जा सकता है। मान लीजिए कि हम एक ऐसे व्यंजक का मान ज्ञात करना चाहते हैं, जिसमें दो -दो गुणन 
 खण्डों वाले केवल दो पद हैं और शेष पद एक गणन खण्ड वाले हैं। ध्यान दीजिए कि दो गुणनखण्डों वाले 
: पद के गुणनखण्ड या तो “»<” या “--” से जुड़े होते हैं। उदाहरण 7.2 के प्रश्न पर विचार कीजिए। 
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उवाहरण 7.2 : निम्न व्यंजक का मान ज्ञात कीजिए: 


हल ; 


42९ 8 -- (०) +६-+/#+(--#) 
जहां ७ 8, ८ 4, / और # संख्याएं हैं और /-£0 है। 


इस व्यंजक का मान ज्ञात करने की विधि ठीक वही होगी जो हमने उदाहरण 7. में 
अपनायी है। केवल अंतर इतना है कि यहां संख्याओं के स्थान पर, प्रतीकों ०, 8, ८... 
इत्यादि का प्रयोग किया गया है। प्रक्रिया को चरणशः लिखने का प्रयत्न कीजिए। 


चरणशः प्रक्रिया का वर्णन करने की हम एक वैकल्पिक विधि अपनायेंगे। हम 


इस चरणशः प्रक्रिया को एक आरेख (0॥997थ7) के रूप में प्रदाशित करेंगे और आप 
देखेंगे कि यह एक उत्तम विधि है। 


उदाहरण 7. और 7.2 के प्रश्नों को हल करने की चरणशः प्रक्रिया, आरेखी 
रूप में नीचे प्रदर्शित की गई है (आकृति 7.): 


दिये गये व्यंजक के पदों को मालूम कीजिए ह 
पहले दो गुणनखण्ड वाले पद का मान ज्ञात कीजिए 

और उस पद के स्थान पर य्रह मान रख 
दसरे दो गुणनखण्ड वाले पद का मान ज्ञात कीजिए 
और उस पद के स्थान पर यह मान रखि 


बन 


पदों के चिहनों को ध्यान में रखते हुए व्यंजक में 
सभी कोष्ठक खोलिए द 
धन चिह्न वाले पदों । इस योगप 
को 5 से प्रकट की 





चिह्न वाले पदों को जोड़िए। इस योगफल को ॥ से 
ग्रीजिए।'' के निरपेक्ष मान को | 7] से प्रकट कीजिए 
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$ में से | प जे घटाइए, अर्थात्‌ 
$-|॥ ज्ञात कीजिए 
अन्तर को ४ से प्रकट कीजिए 


[प| में से 8 घटाइए, अर्थात्‌ 
।१) -$ ज्ञात कीजिए 


-(॥]|-४$) को & से प्रकट 
कीजिए 


/ के रूप में उत्तर 
लिखिए 


( वियम 


आकृति 7.!: उस व्यंजक का मान ज्ञात करने के लिए प्रवाह संचिव (09 आक्ष() जिसमें दो 2- गुणनखण्ड वाले पद 
और शेष एक गुणनखण्ड वाले पद हैं। 


इस बात से अपने को सन्तुष्ट कर लीजिए कि वस्तुत: यह आरेख उदाहरण 7.2 की हल करने की 
चरणशः विधि को प्रदर्शित करता है कि नहीं। यह भी सम्भव है कि कुछ उदाहरणों में 8 -- 0 अथवा 
]'--0 हो। इस प्रकार के कुछ उदाहरण दीजिए। 


प्रश्तावली 47.! 


[, उदाहरण !7.! के आरेख का प्रयोग करके निम्नलिखित व्यंजकों का मान ज्ञात कीजिए: 
(क) 6 - (8 >< 5) + (60 + 40) + (5 0) + ! 
(ख) (-- 2)+ (- 2) + 8 - (6 ( 0) - (“: 20) 
(ग) -- (- 8) + (2 & 2) - (5 « 7) 


2, आकृति 7.2 के आरेख के अनुसार परिकलन कीजिए: 
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8 का परिकलन कीजिए। इसे $ से प्रकट कीजिए 
४ का परिकलन कीजिए। इसे '' से प्रकट कीजिए 


290 का परिकलन कीजिए। इसे ५ से प्रकट कीजिए 
ह योगफल 8 + प_+9४+० ज्ञात कीजिए 
योगफल को [५ से प्रकट कीजिए 
|! का मान लिखिए 


विराम 


आकृति 7.2 : (७ + 0) + ० के चरणशः अभिकलन को प्रकट करने वाला आरेख। 


7.4 प्रवाह-संचित्र || < >> 


आकृति 7.] और 7.2 में दिया गया चित्रीय. आयताकार बक्स समचत्‌र्भजाकार बक्स 
निरूपण एक प्रश्न हल करने की विधि को गा 


प्रदर्शित करता है। ऐसे चित्रीय निरूपण को हीरे के आकार का बक्स 
प्रवाह-संचित्र (00ए०/शभा) कहते हैं। इसमें 

विभिन्‍न प्रकार के कुछ बक्स होते हैं जिन्हें ८2 /--  ]' 
तीर-चिहनों से जोड़ा जाता है। ऊपर के प्रवाह 

संचित्रों में हमने चार प्रकार के बकसों का प्रयोग अंतक बक्स पता निगम अवस 
किया है। दी हुई आकृति 7.3 में, उन्हें नामों. (थगरग॥ 000)... (जए्त-0एएए 900) 


पहित एक स्थान पर दिखाया गया है। आकृति 7.3 : प्रवाह संचित्र में प्रयुक्त बकसों के नाम और उनके प्रकार 
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जब हम कोई प्रवाह संचित्र बनाते हैं तो प्रत्येक बकस में कार्य निर्देश का उल्लेख होता है। बक्सों 
को जोड़ने वाली रेखा पर बने तीर का चिह्न यह प्रकट करता है कि हमें शब्द प्रारम्भ वाले बक्स से 
शुरू करके किस प्रवाह अथवा दिशा में चलना है। अत: इस चित्रीय प्रदर्शन को प्रवाह -संचित्र कहते हैं। 
यदि हम तीरों से दिखाई गई दिशा में चलते रहें तो हम उस बक्स पर पहुँच जाएँगे जहाँ उत्तर प्राप्त हो 
जाता है। अन्त में एक अन्य अंतक बक्स ((६77779| 00%) आता है जिसमें विराम लिखा होता है। इस 
बक्स से यह संकेत मिलता है कि हम अभिकलन के अन्तिम चरण पर पहुँच गये हैं। 

प्रवाह संचित्र के अनसार कार्य सम्पन्न करने पर जो उत्तर प्राप्त होता है उसे उस कार्य का निर्गम 
(०४0००) कह सकते हैं। इस उत्तर को लिखने के लिए एक अन्य बक्स, जिसे निवेश--निर्गम बक्स 
(700-0॥776 ०००0 कहते हैं, का प्रयोग किया जाता है। 

आयताकार बक्स का प्रयोग ऐसे कार्य को संकेत करता है जिसके दो या दो से अधिक संभव 
परिणाम नहीं होते, बल्कि एक ही निश्चित परिणाम होता है। 

समचतुर्भजाकार (हीरे के आकार वाले) बक्स को निर्णय बकस (0८0०५ ०॥ 90५) भी कहते हैं। 
इसमें एक प्रश्न होता है जिसका उत्तर हाँ या नहीं में होता है। इस स्थान पर, प्रवाह संचित्र दो शाखाओं में 
बंट जाता है-एक हाँ रेखा के साभ्र और दूसरी नहीं रेखा के साथ। इस संबंध में आगे दिये गये प्रवाह 
संचित्रों का अध्ययन कीजिए। 


7.5 समस्या हल करने के आधारभूत अनदेश 


उदाहरण 7. में, हमने एक संख्यात्मक व्यंजक का मान ज्ञात करने के प्रश्न पर विचार किया है। हमने 
इस एश्न को पहले इसलिये लिया क्योंकि हम गणित के अध्ययन में इस प्रकार के प्रश्नों से परिचित होते 
रहे हैं। हमने बहुत से अनेक पदों वाले व्यंजकों के मान ज्ञात किये हैं। सरलता के लिए हमने यहाँ ऐसा 
अजक लिया जिसमें दो गणनखण्डों वाले केवल दो पद थे क्योंकि उदाहरण 7. में ब्यंजक के पदों की 
संख्या निश्चित थी, इसलिए प्रश्न हल करने की चरणशः विधि का वर्णन करते समय हमने प्रत्येक पद 
का मान भी ज्ञात किया। उदाहरण के लिए हमने वस्तुतः 6 और 49 का गुणनफल प्राप्त किया जो कि 
294 था। उदाहरण 7.2 का प्रश्न उदाहरण 7.। के प्रश्न का एक व्यापक रूप है। आकृति 7. के 
प्रवाह संचित्र में जिसमें प्रश्न हल करने की चरणशः विधि बतायी गई है, प्रत्येक चरण या कार्य करने का 
वर्णन किया है। प्रत्येक कार्य को एक पृथंक्‌ बक्स से दिखाया गया है। प्रत्येक बक्स में उल्लेखित कार्य को 
कारण करने का एक अनुदेश (970000॥7) मान सकते हैं। इस प्रकार, आकृति 7.] का प्रवाह संचित्र 
ऐसे अनुदेशों का एक संग्रह है जिनका प्रारंभिक अंकर्गणित के जानकार किसी भी विश्वसनीय और 
अश्षाकारी व्यक्ति द्वारा पालन किए जाने पर प्रश्न का उत्तर प्राप्त कर सकता है। आप जानते हैं कि 


कम्प्यूटर विश्वततीय और आज्ञाकारी होता है। यह कुछ आधारभूत अनुदेशों को प्राप्त करके उनका 
शलतन करता है। । 
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यद्यपि चरणशः प्रक्रिया लिखने और प्रवाह-संचित्र बनाने के लिए, हमने अंकगणित के एक 
सुपरिचित प्रश्न पर विचार किया, फिर भी हमें इसके द्वारा, प्रश्न हल करने की एक महत्वपूर्ण विधि 
प्राप्त हुई है। जब भी हम किसी प्रश्न को हल करने पर विचार करते हैं तब हम हल करने की प्रक्रिया को 
भिन्न-भिन्न चरणों में बांट देते हैं। जैसे, ()) प्रत्येक चरण में कोई न कोई कार्य होता है, (॥) यदि इन सभी 
कार्यो (चरणों) को एक दिए हुए क्रम में, एक के बाद एक करें, तो अन्त में हमें प्रश्न का उत्तर प्राप्त हो 
जाता है। किसी भी समस्या का हल करने के सम्बंध में यह सदैव आ धार भूत (98४0) संकल्पना होती है, 
. चाहे वह गणित सम्बंधी समस्या हो या अन्य कोई। 

दैनिक जीवन में, जब भी कोई समस्या हमारे सामने आती है, हम इसे हल करने की कोई 
सब्यवस्थित प्रक्रिया ज्ञात करने का प्रयत्न करते हैं। स॒ब्यवस्थित प्रक्रिया में किए जाने वाले कार्यों का 
अनुक्रम (६७६४८॥००) होता है। इन प्रक्रियाओं को उस व्यक्ति को दिया जाने वाला अनुदेश माना जा 
सकता है जिसके सामने हल करने के लिए ठीक ऐसी ही समस्या हो। 

आइए अब हम दैनिक जीवन की कुछ समस्याओं पर विचार करें और प्रत्येक की हल करने के लिए 
एक चरणशः प्रक्रिया निर्धारित करने का प्रयत्न करें। 
दैनिक जीवन से लिए गए उदाहरण 


उदाहरण 7.3 : एक व्यक्ति नदी पार करना चाहता है। उसे तैरना नहीं आता और पास में कोई पुल 
नहीं है। परन्तु वह देखता है कि नदी के उस किनारे पर जिस पर वह है, दो बालक एक 
छोटी नाव में बैठे हैं। वह व्यक्ति उन बालकों से प्रार्थना करता है कि वे उसे, अपनी 
नाव में, नदी के दसरे किनारे पर ले चलें। बालक उसे बताते हैं कि नाव केवल एक 
वयस्क को या दो बालकों को ले जा सकती है। उस व्यक्ति को दूसरे किनारे पर ले जाने 
की समस्या को कैसे हल करें? 

हल : थोड़ा विचार करने पर आकृति 7.4 के चित्रों द्वारा बताई गई विधि के अनुसार कार्य 
करने पर आप इस समस्या को हल कर सकते हैं। इस विधि में अनेक चरण हैं। 
आकृति 7.4 का प्रत्येक चित्र एक चरण का वर्णन करता है। सभी चित्रों को उस क़म 
में लेने से, जिसमें वे खींचे गए हैं, समस्या को हल करने की चरणशः प्रक्रिया प्राप्त 

होती है। हम इस प्रक्रिया को आकृति 7.5 के प्रवाह संचित्र से प्रदशित करते हैं। 
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दो बालक, नाव को नदी के दूसरे किनारे पर ले जाते हैं। 


एक बालक दूसरे किनारे पर ताव से उत्तर कर ठहर 
जाता है। 


दूसरा बालक नाव के साथ वापस आता है और नाव 
से उतर जाता है। 


वह व्यक्ति उस नाव को खेकर दूसरे किनारे पर ले । 
जाता है। ््ि ! 


वह व्यक्ति, नदी के दूसरे किनारे पर, नाव से उतर 
जाता है। 


जी ७. 






दूसरे किनारे पर बैठा बालक नाव को मूल स्थान पर 
वापस ले आता है। 


(_ विद्यम >) 


आकृति 7.5 : उदाहरण 7.3 में दी हुई समस्या को हल करने के लिए प्रवाह-संचित्र 





उदाहरण 7.4 : मान लीजिए दीवार पर, कुछ ऊँचाई पर, एक कैलेण्डर टंगा है। कैलेण्डर के 
अलग-अलग पृष्ठ पर अलग-अलग मास का उल्लेख है। किसी मास के अन्तिम दिन रात्रि में 9 बजे, हम 
उस मास के पृष्ठ को फांड़ता चाहते हैं और यह देखना चाहते हैं कि नया पृष्ठ अगले दिन आरम्भ होने 
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वाले नए मास को दिखाता है कि नहीं। इस कार्य को सम्पन्न करने के लिए एक चरणशः: प्रक्रिया 
लिखिए। 


हल : इस समस्या में, कार्यों या संक्रियाओं को निम्न दो सरल चरणों में व्यक्त कर सकते हैं: 


() यदि आज मास का अन्तिम दिन है और समय रात्रि के 9 बजे हैं तो कैलेण्डर का वर्तमान 
सास का पृष्ठ फाड़ दीजिए। 
(2) यह पृष्टि कर लीजिए कि अगला पृष्ठ अगले मास वाला ही पृष्ठ है। 
ऐसा प्रतीत होता है कि इन दोनों चरणों को एक साथ लेने पर एक ऐसी चरणशः प्रक्रिया प्राप्त होती 
है जिसे करने से अभीष्ट लक्ष्य प्राप्त हो जाता है। इस प्रकार, समस्या का हल प्राप्त हो जाता है। परन्तु 
यह इस बात पर निर्भर करता है कि इन चरणों के अनुदेश किस व्यक्ति को दिए गये हैं। क्या वह व्यक्ति 
बहुत प्रतिभाशाली है, साधारण प्रतिभा वाला है, बहुत ही साधारण व्यक्ति है या एक मशीन है। हाँ, कई 
बार हमें मशीन को एक अनुदेश-अनक्रम देना होता है, जिसका पालन करके मशीन अभीष्ट लक्ष्य प्राप्त 
कर सकती है। आपने ऐसी मशीनों के बारे में सना होगा, इन्हें रोबोट (0000) कहते हैं। एक रोबोट 
वास्तव में एक कम्प्यूटर ही होता है, जिसके हाथ पाँव जैसे कुछ अंग होते हैं और जिन्हें चलाया जा सकता 
है। 
सम्भव है कि जिस व्यक्ति को अनुदेश दिए गए हैं उसको ध्यान में रखते हुए ऊपर उल्लेख की गई 
2-चरण प्रक्रिया हमारे उद्देश्य के पूर्णतया उपयुक्त न हो। इसमें बहुत सी बातों की कल्पना पहले से की 
जा सकती है। सम्भव है कि प्रत्येक चरण पर्याप्त रूप में सरल न हो। हो सकता है कि बहुत से आवश्यक 
ब्यौरे विस्तृत रूप में देने पड़ें और केवल तभी अनुदेश लाग हो पाएँ। अत: हम इन दो चरणों के ब्यौरों पर 
विचार करें। 
सबसे पहले कैलेण्डर से वर्तमान मास वाले पष्ठ को फाड़ने के कार्य को लीजिए। हमें बताया गया है 
कि कैलेण्डर दीवार पर ऊँचाई पर स्थित है। इसलिए हमें एक स्टल की आवश्यकता होगी जिससे कि 
उस पर खड़े होकर हमारा हाथ कैलेण्डर तक पहुँच सके। एक बार जब हम स्ट्ल पर खड़े हो जायें और 
हमारा हाथ कैलेण्डर तक पहुँच जाये, तो क्या हमें और क॒छ निर्दिष्ट करना होगा? हमें यह देखना होगा 
कि कैलेण्डर का पहला पष्ठ वर्तमान मास का है। तब हमें कैलेण्डर को एक हाथ से थाम कर और केवल 
तभी जबकि रात्रि के 9 बज चुके हों, उस पृष्ठ को फाड़ कर हटा देना चाहिए। इसलिए अकेले चरण ] 
अर्थात्‌ यदि आज मास का अन्तिम दिन है और रात्रि के 9 बज चुके हैं, तो कैलेण्डर का वर्तमान मास का 
पृष्ठ कैलेण्डर से फाड़ दीजिए को विस्तार से इस प्रकार प्रकट करेंगे: 
.। दीवार के पास, एक पर्याप्त ऊँचाई का स्टल रखिए जिससे कि कैलेण्डर तक पहुँचा जा सके। 
8.2 स्टल पर खड़े हो जाइए और कैलेण्डर की ओर देखिए। 
.3 यदि पहला पृष्ठ वर्तमान मास का हो, यदि आज मास का अन्तिम दिन हो और यदि अब रात्रि 
के 9 बज चुके हों, तो कैलेण्डर को एक हाथ से पकड़िए, वर्तमान मास के पृष्ठ को दूसरे हाथ 
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से पकड़िए और उसे कैलेण्डर से पूर्णतया फाड़ दीजिए। 
इसी प्रकार, उपरोक्त 2-चरण प्रक्रिया के चरण 2 को विस्तार से इस प्रकार प्रकट सकते हैं: 


2.। यदि कैलेण्डर का पहला पृष्ठ अगले दिन आरम्भ होने वाले मास को नहीं दिखाता तो 
कैलेण्डर को दीवार से पूरा ही हटा दीजिए। 
2.2 स्टल से नीचे उतर आइए। 


यदि हम ऐसा अनुभव करते हैं कि चरण .-.3 और 2.-2.2 का कोई भी चरण उस व्यक्ति या रोबोट 
के लिए, जिसे अनुदेशों का पालन करना है, पूर्ण रूप से स्पष्ट नहीं है तो हमें उस चरण विशेष को और 
चरणों में बांट देना चाहिए या उसे और अधिक समझने योग्य बना देना चाहिए। उदाहरण 7.4 के 
लिए, मान लीजिए कि ये चरण पर्याप्त हैं और इस लिए कल 5 चरणों के क्रम ., .2, .3. 2., 2.2, से 
अपेक्षित चरणशः प्रक्रिया प्राप्त होती है। इस प्रक्रिया को प्रवाह संचित्र द्वारा प्रदीशित करने पर आकृति 
7.6 प्राप्त होगी जो कि पृष्ठ 366 पर है। 


ध्यान दीजिए कि प्रवाह -संचित्र में चरणों 7.। और 7,2 में से प्रत्येक को दो भागों में बाँटा गया है। 
इसी प्रकार चरण [.3 को भी कई भागों में बांटा गया है। यही बात चरण॑ 2.7 पर भी लागू है। यह केवल 
सुविधा के लिए किया गया है। यह इसलिए नहीं किया गया है कि इससे ये चरण अधिक स्पष्ट व अधिक 
पमझने योरय बन जाएँ। 


। 


प्रश्तावली 7.2 


हू 


. आप अपने सहपाठी से द्रभाष ((8०७॥0॥८) से बात करना चाहते हैं। उसका दूरभाष नम्बर 4 
अंकों वाला है। अपने अभीष्ट कार्य को प्रवाह-संचित्र द्वारा प्रदशित कीजिए 
2, एकनव आगन्तक को एक संग्रहालय पहंचने के लिए निम्नलिखित अनुदेश दिये गए। संग्रहालय 
पहंचने तक की उसकी क्रियाओं को प्रवाह संचित्र द्वारा प्रदर्शित कीजिए। 
"दक्षिण की ओर तब तक चलिए जब तक कि अपनी बाई ओर आपको एक पाक न दिखाई 
देने लगे। पार्क क्षेत्र समाप्त होने पर दाईं ओर मुड़िए और तब तक चलिए जब तक कि आपके दाई 
ओर एक झील न दिखाई दे। ज्यों ही, झील का क्षेत्र आरंभ हो, सड़क पार कीजिए और अपने दाई 
ओर चलते जाइए। आपके बाईं ओर पहले मोड़ के कोने पर संग्रहालय है। 
'3, 000 रुपये पर, 6 वर्ष में, 2 प्रतिशत प्रतिवर्ष की दर से ब्याज ज्ञात करने के लिए एक चरणश: 
प्रक्रिया लिखिए। इसके लिए प्रवाह संचित्र भी बनाइए। 


366 है गणित 











एक पर्याप्त ऊँचाई का स्टूल लीजिए। 


स्टूल को दीवार के साथ इस प्रकार रखिए कि 
कैलेण्डर तक पहुँचा जा सके। 


कैलेण्डर की ओर देखिए। 


£ः ऊपरी पृष्ठ नये 
मास है" बा 
| 


ह (विराम ) 
आकृति 7.6 ; उदाहरण 7.4 की समस्या के लिए प्रवाह-संचित्र 
87.6 कलन-विधि 


पिछले उदाहरणों और प्रश्नावलियों में आपने अवश्य ही देखा होगा कि किसी समस्या को हल करने के ' 
लिए, हमें एक चरणशः प्रक्रिया बनानी होती है। चरणशः प्रक्रिया के लिए एक पारिभाषिक शब्द है :. 
कलन-विधि (४207॥॥)। इस प्रकार, कलन-विधि वह विधि है जिसकी सहायता से समस्या का हल 
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निकाला जा सकता है। दूसरे शब्दों में, कलन-विधि चरणों का एक ऐसा अनक्रम है जिसको निष्ठापर्वक 
करने से कार्य सम्पन्न हो जाता है। नौंवी शताब्दी के एक गणितज्ञ अब जफर महम्मद इब्न मसा. अल 
' खुआरिजमी (000 -शिशि शिप्रीक्षायात एत्र 'शाह७॥ 6 (॥9फ्रक्ांयाां) का कल नाम था 
अल-खुआरिजमी और इसी नाम से प्राप्त हुआ है शब्द 'अलगारिथ्म (8०07) | 

वास्तव में हम सभी अपने दैनिक जीवन में, ऐसे शब्दों से परिचित हैं जो कलन-विधि के स्थान पर 
प्रयक्त होते हैं। एक नया व्यंजक बनाने के लिए उसकी व्यंजन विधि '' निर्दिष्ट होती है। व्यंजन विधि 
उस चरणशः प्रक्रिया का वर्णन करती है जिससे बताई गई सामग्री का प्रयोग कर, वह व्यंजन बनाया जा 
सके। इस प्रकार, पाक विज्ञान में कलन-विधि के स्थान पर व्यंजन विधि का प्रयोग होता है। स्वैटर 
बुनना सिखाने के लिए चरणशः अनुदेश जैसे उल्टा एक सीधा एक" दिये जाते हैं। इनको एक साथ 
प्रयोग करने पर इस अनवेश अनक्रम को “बनाई नमना' कहते हैं। बनाई नमना एक कलन-विधि है। 
संगीत कला में आपने देखा होगा कि गायक मण्डली के प्रत्येक गायक के सम्मख एक पट॒टी पर ७ के 
प्रकार के प्रतीकों का एक संग्रह होता है। इसे ''संगीत संरचना” कहते हैं। संगीत संरचना भी एक 
कलन-विधि है। यदि आप बने बनाये ब्लाकों से एक हवाई जहाज का खिलौना बना रहे हैं, तो इसके लिए 
आपको एक दिए हुए क्रम में कछ दिये हुए अनुदेशों का पालन करना होता है। इन्हें “संरचना अनुदेश 
कहते हैं जो वास्तव में एक कलन-विधि ही है। इसी प्रकार, एक विशेष ड्रेस बनाने के लिए एक दर्जी को 
' काटने और सीने के एक अनुदेश -अनुक्रम का पालन करना होता है और तभी वह ड्रैस बना पाता है। इस 
अनुदेश अनुक़म को ड्रैस पेटर्न कहते हैं। ड्रैस पैटर्न भी एक कलन-विधि है। नीचे सारणी -] में हमने ये 
सभी सचनाएँ संक्षेप में प्रकट की हैं। बाईं ओर के स्तंभ में, उस कार्य का वर्णन है जिन्हें हमें करना है। 
प्रत्येक कार्य के दाईं ओर उस कार्य को सम्पन्न करने के लिए अभीष्ट कलन-विधि या चरणशः प्रक्रिया 
शब्द का प्रयोग किया गया है। 


सारणी 
कुछ साधारण कार्यों की कलन-विधि 


कार्य चरणशः प्रक्रिया अर्थात कलन-विधि 
का साधारण नाम 
व्यंजन बनाना व्यंजन विधि 
स्वेटर बनना बुनाई नम्‌ना 
ड्रैस बनाना . ड्रैस पैटर्न 
संगीत गायन संगीत संरचना 


खिलौना बनाना संरचना अनुदेश 
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इस प्रकार, आप देख सकते,हैं कि कल्नंन-विशध्ि'की अमभिक्रल्पना जीवन के प्रत्मेक क्षेत्रे का एक 
महत्वपूर्ण कार्यकलाप, हैं। .कलन -विश्ि, वास्तव-कें- समस्या/को, हल करने की एक थोज़मंः है। 
कलन-विधि को बनाने के लिए'कुछ चिन्तन प्रक्रिया करनी होती है।इस प्रकार कलन-विशध्ि की रचना 
को सीखने के लिए हमें यह सीखना होगा कि हम सुव्यवस्थित ढंग से कैसे सोचें। कंप्यटर के आगभन से 
इस कार्यकलाप ने बहुत अधिक महत्व और प्रतिष्ठा प्राप्त कर ली है। 


गणित, कलन-विधि और कंप्यूटर 


कलन-विधि की रचना करने और उसका अध्ययन करने के कार्य का गणित में एक अद्वितीय और 
कंद्रीय स्थान है। दो दिए हुए धन पूर्णांकों का महत्तम समापवर्तक ज्ञात करने के संबंध में यक्लिड की 
कलन-विधि (0070'5 »8०79%॥) से आप परिचित होंगे। गणित में प्रश्नों को हल करने के लिए 
आपने अन्य कई विधियाँ और प्रक्रियाएँ सीखी हैं। यथोचित कलन-विधि बनाने का यह कार्यकलाप 
गणितज्ञों ने प्राचीन काल से अपनाया है। आधुनिक युग में कंप्यूटर के प्रयोग में आने के कारण इस पर 
और अधिक बल दिया जाने लगा है। ऐसा होने का एक कारण यह है कि किसी व्यक्ति का कलन-विश्धि 
स्वयं समझ लेना ही पर्याप्त नहीं है, अब उसे इस कलन-विध्ि को एक यन्त्र को, जिसे कंप्यूटर कहते हैं 
इस प्रकार बताना भी है कि वह उसे समझ सके और उसके अनसार कार्य कर सके। कंप्यटर केवल सरल 
संक्रियाएँ जैसे संख्याओं का योग, व्यवकलन, गणन, भाजन व तलना ही कर सकते हैं। 

कंप्यूटर द्वारा सम्पन्न कराए जाने वाले अन्य कार्य को एक कलन -विधि की सहायता से आधारभत 
संक्रियाओं के रूप में व्यक्त करना आवश्यक होता है। 

कप्यूटर के तीन प्रमुख भाग होते हैं। इन्हें आकृति 7.7 में दिखाया गया हैं 


निवेश और निर्गम केंद्रीय संसाधन मल ल्‍ 











आकृति 7.7 : एक प्रतिदर्श कंप्यूटर के प्रमुख भाग 
चित्र में तीर के चिहन सूचना और विद्युत संकेतों के प्रवाह को दिखाते हैं। हर 
कंप्यूटर की केंद्रीय संसाधन इकाई ((१७॥४४ शि०००४॥९ 0) ((॥श)) उपरोक्त मौलिक संक्रिया 
को पूरा करती है। कंप्यूटर की स्मृति (97७॥00) में दो प्रकार की वस्तुएँ होती हैं। 
() की जाने वाली संक्रियाओं से संबद्ध कलन-विधि। 
(0) सूचनाएँ व्‌ आंकड़े जिन पर ये संक्रियाएँ करनी हैं और इन संक्रियाओं से प्राप्त'परिणाम | 
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। निवेश 'मुक्तियाँ 770 0८४४८४७) वे साधन हैं जिनके प्रयोग से कलन विधि और आंकड़ों को 
कंप्यूटर में निविष्ट करते हैं।'-निर्गम -युक्तियाँ (00॥90 0८ए४००७) वे सांधन हैं जिनके प्रयोग से 
अभिकलनों अर्थात कंप्यूटरिंग'के परिणामों को उपयोगकर्ता तंक-पहुँचाया जाता है। 


कंप्यूटर उन कार्यों को कर सकता है या उन समस्याओं को हल कर सकता है, जिनकी कलन-विधि 
को मौलिक संक्रियाओं के रूप में लिखा जा सके। कंप्यूटर ऐसी समस्या हल नहीं कर सकता जिसके लिए 
कलन-विधि न लिखी जा सके। यही कारण है कि यहाँ हम यह अध्ययन कर रहे हैं कि किस प्रकार किसी 
समस्या के लिए एक कलन-विधि लिखी जाती हैं। एक बार कलन विधि प्राप्त हो जाए तो हम बड़ी 
आसानी से उसका अनुवाद उन भाषाओं में कर सकते हैं, जिन्हें कंप्यूटर समझता है और स्वीकार करता 
है। आपने कछ नाम अवश्य सुने होंगे, जैसे बेसिक (8/05]0), फोर्ट्रान (700/27९ ७५), कोबोल 
. (20807), और पास्कल (?५$(८:५,)। ये उन भाषाओं में से कछ हैं जिनका प्रयोग, कंप्यूटर के साथ 
: कार्य करते समय हम करते हैं। उस कलन-विधि को , जो इन भाषाओं में से किसी एक में लिखा हो, एक 
क्रमादेश ((70श_थ्या) कहते हैं। कलन-विधि को एक क़मादेश के रूप में लिखना एक सीधा एवं सरल 
कटलेखन (८००४प४्ट) कार्यकलाप है। कलन-विधि लिखना एक मौलिक कार्य है जिसके लिए सुव्यवस्थित 
ढंग से सोचना पड़ता है और इसीलिए इसका गणित से निकट का संबं ध है और यह गणितज्ञों की अधिक 
प्रिय है। इसीलिए गणित के अध्ययन में, हम कलन-विधि के विकास पर जोर दे रहे हैं और इस ओर ध्यान 
केंद्रित कर रहे हैं। 
कंप्यूटर बड़े और छोटे सभी प्रकार के होते हैं। कोई कंप्यूटर कितना बड़ा है, यह निश्चय करने की 
एक कसौटी है उसकी स्मृति का आमाप (पाढ्म7ण५ 8४26) या उसकी भंडारण (07४६०) क्षमता । 
भिन्न-भिन्न कंप्यूटरों की चाल (59०८०) भी भिन्‍न-भिन्‍न होती है। 
कई प्रकार के निवेश और निर्गम साधनों को कंप्यूटर से जोड़ा जा सकता है। आप यह सभी विवरण 
किसी कंप्यूटर केंद्र में जाकर या कंप्यूटर निर्माता (कम्पनी) के विक्रय विज्ञापन पत्र से प्राप्त कर सकते हैं। 
गणित में, हमारी प्रधान अभिरुचि यह सीखना है कि हम कलन-विधि कैसे विकसित करें। 


कलन-विधि का चरणशः शोधन 
जैसा कि हम पहले बता चुके हैं, कंप्यूटर बड़ा ही आज्ञाकारी यंत्र है। आप इसे जैसा करने का निर्देश 
देंगे, वह ठीक वैसा ही करता है। अतः कलन-विधि का प्रत्येक चरण निश्चित और स्पष्ट होना चाहिए। 
उदाहरण 7.4 में हमने देखा है कि किसी बुद्धिमान व्यक्ति के लिए तो चरण ] और 2 ठीक थे, परन्तु 
दूसरों के लिए उन्हें अधिक विस्तृत करना या शुद्ध करना आवश्यक था। चरण ] को तीन उपचरणों ., 
_.2, और ].3 में शोधित किया गया और चरण 2 की दो उपचरणों 2.] और 2.2 में। हमें कलन-विधि 
' को इसी प्रकार विकसित करना चाहिए। हम एक ही बार में किसी कार्य के सम्पूर्ण ब्यौरे पर ध्यान केंद्रित 
नहीं कर सकते। अतः, इस प्रकार का क्रमबद्ध शो धन आवश्यक हो जाता है। कलन-विधि का शोधन 
' कार्य तब तक करते रहते हैं जब तक कि इसका प्रत्येक चरण पर्याप्त रूप से विस्तृत, स्पष्ट और निश्चित 
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न हो जाए। कलन-विधि के विकास की इस रीति को 'चरणश: शोधन  (#क्षज्ञां87४70॥शथा।) या 
"ऊपर से नीचे की ओर की योजना  (000-909॥ 06४80) या: - खंडन और प्राप्ति नीति (0१०88 
००१८: ४7829) कहते हैं। हम एक अन्य उदाहरण लेकर इस,रीति की व्याख्या करेंगे और इसे 
प्रदर्शित करेंगे। 


. उदाहरण ॥7.5 : एक प्याला चाय बनाने की कलन-विधि विकसित कीजिए । 
हल : हम अपने अनुभव से यह कह सकते हैं कि कलन-विधि में निम्नलिखित पाँच चरण होंगे : 
() पानी उबालिए। 
(2) उबलते पानी में चीनी मिलाइए। 
(3) उबलते पानी में चाय मिलाइए। 
(4) मिश्रण को एक प्याले में छानिए। 
(5) प्याले में दध मिलाइए। 


ऊपर के चरण शायद पर्याप्त रूप से इतने विस्तृत नहीं हैं कि उन्हें एक रोबोट समझ सके और 
उनका पालन कर सके। हम इनमें से प्रत्येक चरण को कुछ सरल उपचरणों में बांट कर शोधित करेंगे। 
प्रत्येक उपचरण में मूल चरण की अपेक्षा अधिक ब्यौरे होंगे। 


चरण (])- पानी उबालिए',-को निम्न उपचरणों में शोधित कर सकते हैं : 
(.) एक प्याला पानी लीजिए। 
(4.2) पानी को एक खाली बर्तन में डालिए। 
(.3) अंगीठी जलाइए। 
(.4) बर्तन को अंगीठी पर रखिए। 
(.5) पानी उबलने तक प्रतीक्षा कीजिए 

चरण (2)- उबलते पानी में चीनी मिलाइए -को निम्न उपचरणों में शोधित कर सकते हैं 
(2.!) चीनी का डिब्बा खोलिए 
(2.2) एक चम्मच चीनी लीजिए 
(2.3) अंगीठी पर रखे उबलते पानी में एक चम्मच चीनी डालिए। 
(2.4) चीनी का डिब्बा बन्द कीजिए! 

इसी प्रकार, 

चरण (3)-'उबलते पानी में चाय मिलाइए'-को निम्न उपचरणों में शोधित कर सकते हैं : 
(3.]) चाय का डिब्बा खोलिए। 
(3.2) एक चम्मच चाय लीजिए। 
(3.3) अंगीठी पर उबलते पानी में एक चम्मच चाय डाल दीजिए। 
(3.4) चाय का डिब्बा बंद कीजिए। 
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है 


(4.) अंगीठी बझांइए। 
(4.2) मिश्रण को एक प्याले में छानिए 


चरण (5)-प्याले में दूध मिलाइए'-को इस प्रकार शोधित कर सकते हैं 


(5.]) प्याले में दूध तब तक मिलाइए जब तक कि मिश्रण का काला रंग हल्के भरे रंग में न 
बदल जाए 


ध्यान दीजिए कि किसी चरण को शोधित करने के लिए यह आवश्यक नहीं है कि चरणों की संख्या 
बढ़ाई जाए। यह चरण (5) में देख सकते हैं। महत्वपूर्ण बात यह है कि शोधित नया चरण (5) अधिक 
स्पष्ट और सरल हो या उसमें कार्य.के अधिक ब्यौरे दिये हुए हों। शो धन में एक अतिरिक्त परन्तु स्पष्ट 
क्रिया भी हो सकती है। यह क्रिया हमने चरण (4) में की है। उपचरण (4.) एक ऐसी स्पष्ट क्रिया है 
जिसे उपचरण (4.2) को करने से पहले अवश्य ही करते हैं। अत: इसे चरण (4) के शोधन में स+ प्मलित 
कर लिया गया है। इस प्रकार किसी चरण के शोधन की प्रक्रिया में निम्न बातें संबद्ध होंगी : 


(क) क्रिया के वर्तमान चरण को छोटे और सरल क्रियाओं के चरणों में बांटना 
(ख) क्रिया के वर्तमान चरण को अधिक स्पष्टता के साथ दुबारा व्यक्त करता या 
(ग) उपचरणों के रूप में और अधिक ब्यौरे देना। इसी को दृष्टिगत रखते हुए, चरण (2.) 'चीनी का 
डिब्बा खोलिए' का इस प्रकार शोधन करना आवश्यक है : 
(2..)) अलमारी से चीनी का डिब्बा लाइए। 
(2.4.2) इसका ढक्‍कन खोलिए। 
इसी प्रकार, चरण (2.4) 'चीनी का डिब्बा बंद कीजिए, को भी शायद इस प्रकार शोधित करना 
आवश्यक है : 
(2.4,।) चीनी के डिब्बे पर ढककतन रखिए। 
, (2.4.2) चीनी का डिब्बा वापस अलमारी में रखिए। 


अपने इस सोच-विचार को ध्यान में रखते हुए और सभी शो धनों को इकट्ठा कर, हम इस प्रकार 
लिख सकते हैं : 


प्रारम्भिक कलन-विधि पहले शोधन के बाद.कलन-विधि.. दूसरे शोधन के बाव 
कलन-विधि 


(।) पानी उबालिएं। (.)) एक प्याला पानी लीजिए। 
| ((.2) पानी को एक खाली बर्तन में 
डालिए। 
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(.4) 
(.5) 


(2) उबलते पानी में 
चीनी डालिए। 


(2.) 


(2.2) 
(2.3) 


(2.4) 


(3) उबलते पानी में चाय (3.) 
डालिए। 


(3.2) 
(3.3) 


(3.4) 


(4) मिश्रण को एक प्याले (4.) 
में छानिए। (4.2) 


(5) प्यात्े में दध 
मिलाइए। 


(5.) 


रँ 
॥7 दर अंगीठी 


जाओ 


अंगीठी जैलाइए। ' 
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बर्तन को अंगीठी पर रखिए। 


जब तक पानी उबले तब तक 


प्रतीक्षा फीजिए। 
चीनी का डिब्न्ना खोलिए। 


एक चम्मच चीनी लीजिए। 
अंगीठी पर रखे उबलते पानी में 


एक चम्मच चीनी डालिए। 


(2..) अलमारी से चीनी का 


डिब्बा लाइए। 
(2..2) इसका ढककन खोलिए। 


चीनी का डिब्बा बन्द कीजिए (2.4.]) चीनी के डिब्बे का 


चाय 'का डिब्बा खोलिए। 


एक चम्मच चाय लीजिए। 


अंगीठी पर रखे उबलते पानी में 
चम्मच भर चाय डाल दीजिए | 


ढक्कन बन्द कीजिए। 
(2.4.2) चीनी का डिब्बा 

अलमारी में रखिए। 
(3..]) अलमारी से चाय का 

डिब्बा लाइए। 
(3..2) इसका ढक्‍कन खोलिए। 


चाय का डिव्बा बन्द कीजिए। (3.4.) चाय के डिब्बे का 


अंगीठी बुझाइए। 
मिश्रण को एक प्याले में 
छातनिए। 


ढकक्‍्कन बन्द कीजिए। 
(3.4.2) चाय का डिब्बा वापस 
अलमारी में रखिए। 


प्याले में तब तक दूध मिलाइए। 


जब तक कि मिश्रण का काला 
रंग हल्के भ्रे रंग में न बदल 


जाये। 
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इस अध्याय के प्रारंभ में, हमने एक प्रश्न पूछा था, : ''क़ोई व्यक्ति किसी समस्या को हल करने का 
प्रयत्न कैसे करता है?” अब तक दिये गये उदाहरणों द्वारा आप इसके बारे में कछ अवश्य समझ गये 
होंगे। जब कभी किसी व्यक्ति के सम्मुख कोई समस्या आती है, तो समस्या के बारे में अपनी समझ से 
प्रेरित हो वह सोचता है और समस्या के हल के प्रमुख चरणों का निश्चय कर लेता है जिनके करने पर, 
समस्या के हल तक पहुंच जाता है। प्रायः किसी भी व्यक्ति के लिए यह संभव नहीं है कि वह एक ही बार 
में, सभी कार्यों के बारे में पूरे विस्तार से सोच सके। इसलिए चरणशः प्रक्रिया के प्रारंभ में पहले प्रमुख 
चरणों की एक सूची बनानी होगी जिन्हें करना समस्या के हल के लिए आवश्यक है। इसके पश्चात्‌, हम 
इन प्रमुख चरणों पर एक-एक करके विचार कर सकते हैं। ऐसा प्रत्येक प्रमुख चरण एक स्वतंत्र इकाई 
होता है। इसलिए उन सभी कार्यों के बारे में सोचा जा सकता है जो इस प्रमुख चरण में सम्मिलित हो 
सकते हैं। इसका अभिप्रायः यह है कि हम एक समय पर एक प्रमुख चरण को समझने की बेहतर स्थिति 
में होते हैं और इस पर अधिक स्पष्टता से सोच सकते हैं। इसलिए हम ऐसे अधिक सरल विस्तृत और 
अधिक निश्चित उप-चरणों का वर्णन कर सकते हैं, जिनके करने पर, वह प्रमुख कार्य सम्पन्न हो जाता 
है। ऐसा प्रत्येक उपकार्य, प्रमूख चरण के शोधन में एक उपचरण निश्चित करता है। यही चरणशः: 
शोधन रीति (या तकनीक) है। 


यदि समस्या सरल हो और व्यक्ति की पहुंच में हो, तो वह एक ही बार में शो धन किए बिना समस्त 
कलन-विधि को लिख सकता है। हमारे उदाहरणों 7.] और 7.2 में ठीक यही स्थिति थी। उदाहरण 
7.4 में, हमने प्रत्येक चरण का शोधन केवल एक बार किया। उदाहरण 7.5 में, हम कुछ चरणों में 
शोधन के दूसरे स्तर तक गए। उदाहरण 7.2 में, यदि कोई व्यक्ति यह निश्चय नहीं कर सकता कि क्या 
$ > |7'| है, तो हमें इस चरण को और शोधित करना पड़ सकता है। कोई स्वाभाविक रूप से प्रश्न कर 
सकता है कि शोधन का यह प्रक्रम कब तक चलता रहेगा। यह अनिश्चित समय तक नहीं जा सकता। 
ठीक उत्तर यह होगा कि प्रक्रम तब तक चलता रहेगा, जब तक कि प्रत्येक चरण उस व्यक्ति या मशीन 
को स्पष्ट न हो जाएं, जिसे समस्या हल करने के लिए, इनको पूरा करना है। 


यदि कलन-विधि के अनुदेशों का पालन किसी व्यक्ति को करना है, तो यह निश्चय करने के लिए' 

कि शोधन प्रक्रम कहाँ तक ले जाया जाए हमें उस व्यक्ति की योग्यता और ज्ञान स्तर की जानकारी प्राप्त 

करनी होगी। उदाहरण के लिए, यदि कोई व्यक्ति जोड़ना जानता हो, परन्तु गुणा करना नहीं, तो चरण 

“2 को 5 से गणा कीजिए' उसको स्पष्ट नहीं होगा। हमें इस चरण का इस प्रकार शोधन करना होगा : 
“2 को पाँच बार जोड़िए। 


जहाँ तक व्यक्तियों का सम्बन्ध है, ऐसा कोई निश्चित और दृढ़ नियम नहीं हो सकता जो यह बता 
सके कि शो धन कहाँ तक किया जाए। परन्त्‌ कम्प्यूटर का निर्माण क॒ुछ इस प्रकार का होता है कि उसके 
अनुदेशों को समझने की क्षमता और स्तर ज्ञात हो जाते हैं। जैसा कि हम पहले बता चुके हैं, मनुष्य किसी 
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भाषा जैसे “बेसिक” (8४90), 'पास्कल” (2४5९१), “कोबोल' (08073, ''फोर्टरान 
(२0२77२0!५) आदि के प्रयोग से कलन-विधि का अनुवाद कर, कम्प्यूटर के साथ बातचीत करता है। 
इन भाषाओं को क्रमादेशन भाषाएँ (/70ड्ञाक्माए778 /8780792८5) कहते हैं। इन भिन्‍न-भिन्‍न 
क्रमादेशन भाषाओं का भिन्न-भिन्न प्रयोग स्तर होता है। एक बार जब हम उस भाषा का निश्चय कर 
लें जिसका प्रयोग उस कम्प्यूटर से बातचीत में करना है, तो हम उस भाषा की शब्दावली और व्याकरण 
के नियम ज्ञात करते हैं। फिर कलन-विधि को शो धन के उसी स्तर तक ले जाते हैं जिसमें केवल वही 
अनुदेश और रचनाएँ होती हैं जिनको वह भाषा स्वीकार करत्ती है। उदाहरण के लिए, एक विशेष 
क्रमादेशन भाषा में 'वर्गमूल ज्ञात कीजिए' एक स्वीकृत रचना हो सकती है। अतः, 8 का वर्गमल ज्ञात 
कीजिए, उस भाषा में एक स्वीकृत अनुदेश होगा। यदि हम किसी अन्य क्रमादेशन भाषा का प्रयोग करें 
और यदि वह भाषा ऐसे अनुदेश को स्वीकार नहीं करती, तो हमें इस चरण को और अधिक मौलिक 
पंक्रियाओं के पदों में शोधित करना पड़ेगा। ऐसे कलन-विधि की स्थिति में जिसका पालन एक मनुष्य 
द्वारा किया जाना है, यह निश्चय करने के लिए कि कौन से कार्य मौलिक व प्रारोभिक समझे जा सकते हैं, 
हमें अपनी निर्णय योग्यता का प्रयोग करना होगा। हम अपनी कलन-विधि का उस स्तर तक शो धन 
करते रहेंगे जिसमें ऐसे ही मौलिक कार्य होंगे। उदाहरणों 7.3, 7.4, और 7.5 में वर्णन की गई दैनिक 
जीवन की समस्याओं जैसी स्थितियों में हम कलन-विधि का शोधन तब तक करते रहेंगे, जब तक कि 
इसमें केवल वही कार्य हों जो एक साधारण 
मनुष्य समझ सकता है। 


प्रश्गावली 7.3 


!. दिखाये गए प्रवाह-संचित्र द्वारा 
प्रदर्शित कलन-विधि क्या है? 







ः के लिए आपके 
पास न सामग्री 
उपलब्ध है? 














उपलब्ध ब्यंजनों में से किसी 
:एक का आदेश दी 


जब व्यंजन परोसा जाय 
तो उसे खा लीजिए 


उपलब्ध सामग्री द्वारा वह 
व्यजन बनाए 


बनाया गया व्यंजन 
था लीजिए 












घर वापस आ जाइए 


आकृति 7.8 
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2. भोजन के लिए, चावल बनाने की एक कलन-विधिं विकसित कीजिए। 

3. यदि कोई व्यक्ति दो संख्याओं का घटाना नहीं जानता परन्तु संख्या रेखा पर, संख्या को पहचान 
सकता है, तो ऐसे व्यक्ति क्रे लिए, दो दी हुई संख्याओं में से छोटी संख्या ज्ञात करने के लिये 
एक कलन-विधि विकसित कीजिए 

4. एक प्याला काफी बनाने के लिए एक कलन-विधि विकसित कीजिए। 
5. एक समकोण त्रिभुज का क्षेत्रफल ज्ञात करने के लिए एक प्रवाह संचित्र बनाइए। 
6. हम पुस्तकालय से एक पुस्तक उधार लेना” कार्य पर एक कलन-विधि विकसित करना 
चाहते हैं। मूल कलन-विधि के निम्नलिखित प्रमुख चरण हैं : 
. पुस्तक सूची (०४४४४०४५८) से पुस्तक को दिया गया नम्बर ज्ञात कीजिए। 
2. निश्चय कीजिए कि क्‍या पुस्तकालय की शैल्फ में पुस्तक उपलब्ध है। 
3. यदि उपलब्ध हो तो पस्तक अपने नाम पर ले लीजिए 


इन चरणों को और अधिक शोधित कीजिए। 'शोधित करते समय निम्नलिखित बातों को 
सम्मिलित कर लीजिए | 
(क) यदि पुस्तक पुस्तकालय के पास नहीं है तो उसे खरीदने के लिए सिफारिश कीजिए 
(ख) यदि पुस्तक पुस्तकालय के पास है, परन्तु इस समय उपलब्ध नहीं है, तो अपना अधिकार 
: सुरक्षित रखने के लिए, एक प्रार्थना पत्र दे दीजिए 


[7.7 कछ और उदाहरण 
कलन-विधि विकसित करने के हम दो और उदाहरण लेंगे। 


उदाहरण 7.6 : दी हुई दो संख्याओं में से छोटी संख्या ज्ञात करने के लिए एक कलन-विधि विकसित 
कीजिए। 


हल: यह एक बहुत सरल कार्य है। हल प्राप्त करने के लिए हमारे पहले प्रयत्न से 
निम्नलिखित कलन-विधि प्राप्त होगी : 
. संख्याओं में से एक का निश्चय कीजिए और उसे .4 मान लीजिए 
2. दसरी दी हई संख्या का निश्चय कीजिए और उसे 2 मान लीजिए 
3. 4 - 9 ज्ञात कीजिए और इस अन्तर को 70 मान लीजिए। 
4. यदि 70 + 0 हो, तो दी हुई संख्याएँ बराबर हैं तथा अपनी प्रक्रिया यहीं 
समाप्त कर दीजिए अन्यथा चरण (5) पर आ जाइए 
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दी हुई संख्याओं में से एक 
लीजिए और उसे , से प्रकट कीजिए 


दी हुईं संख्याओं में से दूसरी संख्या 
लीजिए और उसे # से प्रकट कीजिए 


4 - # ज्ञात कीजिए और इस अन्तर 
को 2 से प्रकट कीजिए 










ह क्या 9 नहीं 
लिखिए दी हुई हा - संख्या 
संख्याएँ बराबर हैं ' है? 
लिखें दी हुई 
संख्या 4 , 8 से छोटी है 


आकृति |7.9 : दी हुई संल्याओं में से छोटी संख्या ज्ञात करने के लिए प्रवाह संचित्र 


लिखें "दी हुई 
संख्या 2 , 4 से छोटी है," 


विराम 


७) 
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5. यदि 9? धनात्मक संख्या हो, तो दी हुई दो संख्याओं में 8 छोटी है 
और अपनी प्रक्रिया यहीं समाप्त कर दीजिए। अन्यथा 4 छोटी है 
और अपनी प्रक्रिया यहीं समाप्त कीजिए 
इस कलन-विधि का प्रत्येक चरण पर्याप्त रूप से मौलिक है और इसलिए, हमारे विचार में इसमें 
अब और शो धन की आवश्यकता नहीं है। 
हमने उपरोक्त कलन-विधि को उसके चरणों को क्रम से एक दसरे के नीचे लिखकर प्रकट किया. 
है। हमने चरणों को पहचानने के लिए उन्हें क्रम संख्या से प्रकट किया है। वैकल्पिक रूप में हम इस 
कलन-विधि को एक प्रवाह संचित्र के रूप में लिख सकते हैं, जो आकृति 7.9 में दर्शाया गया है : 


उदाहरण 7.7 : कोई वस्तु खरीदने में सम्बद्ध कार्य कलापों (क्रियाओं) को प्रदर्शित करने के लिए एक 
प्रवाह संचित्र बनाइए। यहाँ यह मान लिया गया है कि हम वह वस्त एक विशिष्ट 
दुकान से ही खरीदेंगे जबकि हम उस दकान पर जाएं और वह वस्त वहाँ उपलब्ध हो। 
यदि आवश्यक हो, तो हम उसीः दुकान पर पुनः आने का निश्चय भी कर सकते हैं। 
हल : , इस संबंध में निम्नलिखित कार्यकलाप सम्बद्ध हैं; किस वस्तु को खरीदना है उसका 
निश्चय करना, उसके मूल्य का अनुमान लगाना, दुकान पर जाते समय अपने साथ 
पर्याप्त धन ले जाना, और यह ध्यान में रखना कि यदि वह वस्त॒ हमारे जाने के समय 
दुकान पर उपलब्ध न हो या यदि मूल्य इतना बढ़ गया हो कि हमारे पास धन कम पड़ 
जाए तो हमें वापस आना पड़ सकता है। इसके लिए प्राप्त एक प्रवाह संचित्र को ' 
आकृति 7.0 में दिखाया गया है। 








निश्चित कीजिए कि कौन सी 
वस्तु खरीदनी है 
अपने अनुभव से व किसी अन्य अनुभवी व्यक्ति से 
पूछ कर, वस्तु के मूल्य का अनुमान लगाइए 


अनुमानित मूल्य से कुछ अधिक धन 
अपने साथ ले जाइए 
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» हाँ क्या दुकान पर नहीं 
आपकी अभीष्ट 
वस्तु है? 

इसकी लगभरा तिथि पूछ्िए 

कल कि अभीष्ट वस्तु का नया 

नहीं स्टॉक कब आयेगा? 
इस इरादे छा हे साथ घर खरीद लीजिए यह इरादा रखकर घर 

वापस आ जाइए कि मल वापिस आ जाइए कि जब 

अगले दित पर्याप्त धन स्टॉक आ जायेगा तब ले 

लेकर फिर आयेंगे ' जायेंगे। 


आकृति 7.0 : एक वस्तु खरीदने से संबद्ध प्रवाह संचिश्र 


प्रश्नावली 47.4 


!. एक व्यक्ति का अपने चाचा जी के घर जाने और फिर वापस घर लौट आने का विचार है। 
उसका स्कूटर पर जाने और स्कूटर से ही वापस आने की योजना है। उसके रास्ते में एक 
पेट्रोल पम्प है। उस व्यक्ति का यह नियम है : यदि उसका स्कूटर आरक्षित (65८९८) 
पेट्रोल के स्तर पर आ गया है, या पेट्रोल पम्प से उसका अगला रुकने का स्थान 5 किमी 
से अधिक दर है तो वह पेट्रोल पम्प से 5 लीटर पेट्रोल लेता है। उसकी प्रस्तावित यात्रा में 
किये जाने वाले कार्यकलापों का एक प्रवाह-संचित्र बनाइए। 
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|. तीन सख्याएं 6 8, ८ लीजिए 


8४०० 3. क्या 2 > # है? 2 क्या 6 ८ है? 
ट 


| हाँ 
9» लिखिए ८ लिखिए 


८ लिखिए 






. आकृति 7.4] 


2 आकृति 7. का प्रवाह संचित्र क्या दिखाता है? 
3, ' तीन दीं हुई संख्याओं में सबसे छोटी संख्या ज्ञात करने के लिए एक कलन-विधि विकसित 
' कीजिए 
4. एक समकोण त्रिभूज, जिसकी दो भुजाओं की लम्बाइयां दी हुई हों, के कर्ण की लम्बाई 
. ज्ञात करने के लिए एक प्रवाह संचित्र बनाइए। 

' 5. एकविद्यार्थी द्वारा तीन विषयों में प्राप्त किए गए अंकों का औसत और उसके द्वारा प्राप्त 
श्रेणी ज्ञात करने के लिए प्रवाह संचित्र बनाइए। (उसकी श्रेणी निर्धारित करने के लिए, 
सामान्य रूप से प्रयोग किए जाने वाले अंक-विभाजन की कल्पना कीजिए। ) 

6. प्रातः घर से सकल जाते की तैयारी करने की एक कलन-विधि विकसित कीजिए 
7. साकेट (४0०८०) में से खराब हो गए बल्ब के स्थान पर एक नया बल्ब लगाने के लिए हम 
एक कलन-विधि विकसित करना चाहते हैं। हमारी प्रारंभिक कलन-विधि निम्न है 
 (।) पुराने बल्ब को साकेट में से निकालिए 
(2) उसी साकेट में एक नया बल्ब लगाइए 
इस कलन-विधि का चरणशः शोधन कीजिए 
8, अपने भोजत के लिए एक चपाती बनाने की एक कलन विधि विकसित कीजिए। 


अध्यांगप [8 ... 4 7 
१ हि ;. 
सांख्यिकी 


8.] भूमिका 


अपने दैनिक जीवन में हमें विज्ञापनों, समाचार पत्रों, पत्रिकाओं और अन्य स्थानों में संख्यात्मक आँकड़ों 
से सामना होता रहता है। ये आँकड़े निवहि-व्यय, क्रिकेट के औसत ब्यौरे, कंपनियों के लाभ /हानि के 
ब्यौरे, नगरों के तापमान, पंचवर्षीय योजना के भिन्‍न-भिन्‍त क्षेत्रों के व्यय आदि से संबंधित होते हैं। 
उदाहरण के लिए यदि आप किसी समाचार पत्र को पढ़ें तो उसमें आपको मौसम की रिपोर्ट देखने की मिल 
सकती है जिसमें भारत के प्रमुख नगरों के अधिकतम-निम्नतम तापमान और वर्षा से संबंधित आँकड़े 
दिए होते हैं। 

हमारा वर्तमान समाज अनिवार्य रूप से सूचना अभिविन्यस्त (07780/07079॥(०५) हो गया 
है। किसी न किसी रूप में जीवन के प्रत्येक कार्यकलाप में संख्यात्मक आँकड़ों का प्रयोग होता रहता है। 
अतः इन आँकड़ों से उपयोगी सुचना प्राप्त करने की विधि को जानना आवश्यक हो गया है। सांख्यिकी | 
(४४79॥03) वह विज्ञान है जो इस कार्य में हमारी सहायता करता है। 

अंग्रेजी में सांख्यिकी को स्टेटिस्टिक्स (॥2४908) कहेते हैं। ऐसा जान पड़ता है कि शब्द 
'स्टेटिस्टिक्स' की उत्पत्ति लैटिन भाषा के शब्द स्टेटस (४४0५) से हुई/ है जिसका अर्थ है "एक 
(राजनैतिक) राज्य । श्रू-शुरू में सांख्यिकी कोजीवन के विभिन्‍न पहलुओं से संबंधित उन्त संख्यात्मक 
आँकड़ों से एकत्रित करने में किया जाता था जो कि राज्य के लिये उपयोगी हों। समय के साथ श्ष्ताथ 
इसका क्षेत्र भी बढ़ता गया। इसमें आँकड़ों को सार्रणयों और संचिन्नों के रूप में एकन्नित करना भी 
शामिल हो गया। उन्‍नीसवीं शताब्दी के अंत तक सांख्यिकी का संबंध न केवल आंकड़ों के एकत्रीकरण 
और प्रस्ततीकरण से ही रह गया था बल्कि इसके अंतर्गत आँकड़ों से निष्कर्ष निकालना और उनका 
विवेचन करना भी शामिल हो गया। 


8.2 सांख्यिकी और सांख्यिकीय आंकड़े 


सांख्यिकी,जीवन के प्रत्येक क्षेत्र में, एक महत्वपूर्ण भूमिका निभाती है और वैज्ञानिक अनुसंधान के 
प्रत्येक क्षेत्र में बड़ी ही उपयोगी सिद्ध हुई है। सांख्यिकी ए एक विज्ञान है। जिसका संबंध, संख्यात्मक 
आँकड़ों के संग्रह, उनके प्रस्तृतीकरण और उन से निष्कर्ष निकालने की प्रक्रिया से है। 


सांख्यिकी 38 
सांख्यिकीय आँकड़ों से अभिप्राय उन संख्यात्मक तथ्यों अथवा प्रेक्षणों से है, जिनका संग्रह किसी 
पूर्व निर्धारित उद्देश्य की दृष्टि में रख करं किया जाए। उदाहरण के लिए, किसी देश की जनसंख्या 
सम्बन्धी आँकड़े, पुरुषों-स्त्रियों की संख्या, किसी नगर के व्यक्तियों की आय-वब्यय के आँकड़े, इत्यादि। 
संख्यात्मक तथ्यों के कुछ भौतिक अभिलक्षण निम्नलिखित हैं: 
. सांख्यिकीय आँकड़े परिमाणात्मक रूप में व्यक्त किए जाते हैं न कि गणात्मक रूप में। 
2. साख्यिकीय आँकड़े प्रेक्षणों का समृह होता है। केवल एक प्रेक्षण से सांख्यिकीय आंकड़े प्राप्त नहीं 
होते। 
3. सांख्यिकीय आँकड़ें किसी पूर्व निर्धारित उद्देश्य से एकन्नित किए जाते हैं। 


4. किसी प्रयोग से प्राप्त आँकड़ों की तुलना * की जा सकती है और उन्हें विभिन्‍न वर्गों में बाँटा जा 
सकता है। 


सांख्यिकीय आँकड़े दो प्रकार के होते हैं। पदि कोई अनुसन्धानकर्ता किसी उद्देश्य या योजना को ध्यान 
में रखकर स्वयं आँकड़ों का संग्रह करता है, तो इन आँकड़ों को प्राथमिक आँकड़े (077 688) कहते 
हैं। इसलिए ये आँकड़े बहुत्त अधिक विश्वसनीय और प्रासंगिक होते हैं। किन्तु, समय, धन या अन्य 
साधनों के अभाव में, अनुसन्धानकर्ता के लिए, प्राथमिक आँकड़े संग्रह करना सदा सम्भव नहीं होता। 
अनेक बार वह, किसी अन्य व्यक्ति द्वारा संग्रह किये गए आँकड़ों का प्रयोग करता है। ये आँकड़े सरकार 
द्वारा प्रकाशित रिपोर्ट, उसके द्वारा संग्रह किये गए अधिकृत आँकड़ों, इत्यादि के रूप में उपलब्ध होते हैं 
क्योंकि वही आँकड़े भिन्‍न-भिन्‍न उद्देश्यों की पूर्ति में सहायक हो सकते हैं; इसी लिए यह सम्भव है कि 
एक व्यक्त द्वारा संग्रह किये गए आँकड़े, दूसरा व्यक्ति अपने अनुसंधान के लिए प्रयोग कर ले। ऐसे 
आँकड़ों को जो एक व्यक्ति द्वारा किसी अन्य उद्देश्य से संग्रह किये गए हों और जो एक अनुसंधान कर्ता 
अपने अनुसंधान में प्रयोग कर ले, गौण आँकड़े (5०००॥१४४ए 0498) कहते हैं। गौण आँकड़ों को बड़ी 
सावधानी से प्रयोग करना होता है क्योंकि इन्हें प्रयोगकर्ता के उद्देश्य से भिन्‍न उद्देश्य से संग्रह किया गया 
होता है और इस लिए कुछ सूचनाएँ छूट सकती है या ये भी हो सकता है कि पूर्ण रूप से वे वर्तमान 
अनुसंधान के उपयुक्त न हों। 


88.3 आऑकड़ों का प्रस्तुतीकरण 


आँकड़ों को संग्रह करने का काम पूरा होते ही अन्वेषक उनके प्रमुख लक्षणों का अध्ययन करने के लिए, 
ऐसी उपयुक्त विधियों का पता लगाता है जिनसे आँकड़ों को सारणी रूप में रखा जा सके। आँकड़ों को 
सारणी रूप में रखने की प्रक्रिया को आँकड़ों का प्रस्तुतीकरण ([#05७॥४8॥0॥ ० 049) कहते हैं। 


* तुलनीयता से हमारा अभिप्राय यह है कि यदि किसी प्रयोग को बार-बार किया जाए तो प्रत्येक बार एकत्रित किए गए 
आँकड़ों की तुलना की जा सकती है। 
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मान लीजिए, एक सकल में कक्षा 9 के एक सेक्शन में 30 विद्यार्थी हैं; और एक परीक्षण में, कुल 50 
अंकीं में से उन्होंने इस प्रकार अंक प्राप्त किये: | 
25, 20, 6, 8, 30, 35, 40, 6, 20, 8, 25, 30,46 , 40, 30, 5, 0, 25, 8, 20, 30, 25, 44, 
28, 35, 30, 25, 25, 20, 30 
इस रूप में दिये गए आंकड़ों को अपरिष्कृत (89) या अवर्गीकृत (ग्राष्टा०प०९0) आंकड़े कहते 
हैं। ह 
अब मान लीजिए हम इस कक्षा के विद्यार्थियों की उपलब्धि सार मालूम करना हैं। अपरिष्कृत 
आँकडों से कक्षा के बारे में कोई स्पष्ट चित्र प्राप्त नहीं होता। यदि हम इन्हें आरोही या अवरोही क्रम में 
रखें तो कछ अच्छा चित्र प्राप्त होगा। आरोही क्रम में, आँकड़े इस प्रकार दिखाई देंगे : 
5, 0, 6, 6, 8, 8, 8, 20, 20, 20, 20, 25, 25, 25, 25, 25, 25, 28, 30, 30, 30, 
30, 30, 30, 35, 35, 40, 40, 44, 46 
इस रूप में रखे गये आँकड़ों को झारणी बद्ध आँकड़े (॥799०0 049) कहते हैं। आँकड़ों को इस 
रूप में प्रस्तुत करना, एक थकाने वाला काम है और समय भी अधिक लेता है, विशेषतः तब जबकि 
किसी प्रयोग से प्राप्त आँकड़ों की संख्या काफी हो। इन्हें स्पष्ट और सुगमता से समझने योग्य बनाने के 
लिए, हम इन आँकड़ों को इस प्रकार सारणी रूप में रखे सकते हैं। 
अंक विद्यार्थियों की संख्या 
5 
]0 
]6 
8 
20 
25 
28 
30 
35 
40 
। 44 
46 
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ऊपर की सारणी में, प्रत्येक अंक के सम्मुख, उन विद्यार्थियों की संख्या है जिन्होंने वे अंक प्राप्त किये हैं 
उदाहरण के लिए, 6 विद्यार्थियों ने 25 अंक प्राप्त किये; तीन ने 8 अंक प्राप्त किए इत्यादि। उस राशिः 
को जिसे हम अलग-अलग प्रेक्षणों में मापते हैं, विचर (५७॥8(०) कहते हैं। ऊपर के उदाहरण में परीक्षा 
में प्राप्त अंक विचर है और अंक विशेष प्राप्त करने वाली संख्या विचर की बारंबारता है। इस तरह ऊपर 
दी गई सारणी को अवर्गीकृत आँकड़ों की बारंबारता बंटन सारणी कहा जाता है। 

आंकड़ों को आरोही या अवरोही क्रम में रखना एक थकाने वाला काम है और इससे आंकड़ों के अधिकतम 
मान और निम्नतम मान के अतिरिक्त कोई अन्य विशेष तथ्य प्राप्त नहीं होता। इसलिए, आंकड़ों के कछ 
मुख्य लक्षणों को मालूम करने के लिए, हम आंकड़ों के प्रस्तृतीकरण को अधिक सरल बनाते हैं और हम 
उन्हें वर्गों (7000) में रखते हैं। आंकड़ों को इस रूप में प्रस्तत करने से, हम उसके कछ मख्य लक्षणों का 
पता देखकर ही लगा सकते हैं। परंत इस प्रस्ततीकरण में एक कमी भी है। इसमें प्रत्येक वर्ग की 
बारंबारता को उस वर्ग के मध्य बिन्द पर, की बारंबारता माना जाता है! 

ऊपर के आंकड़ों को हम वर्गों में इस प्रकार प्रस्तुत कर सकते हैं। 


अंक विद्यार्थियों की संख्या 
(बारंबारता) 

]--5 
6--0 ] 
]]--5 0 
6---20 9 
2]--25 6 
26--30 पर 
3]--35 2 
36--40 2 
4----45 | 
46-50 ] 
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इसे वर्गीकृत आंकड़ों की बारंबारता बंटन सारणी या केवल बारबारता सारणी कहते हैं। आंकड़ों 
के प्रस्त्तिकरण की यह विधि, पहले की विधियों की अपेक्षा अधिक उत्तम विधि है, क्योंकि, इसे केवल 
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देखकर ही यह-निष्कर्ष निकाल.सकते हैं कि अधिकांश विद्याशियों, ने । 6-30 के.परिसर (%॥88) में अंक 
प्राप्त किए हैं। दसरे शब्दों में, विद्यार्थियों का यह वर्ग एक औसत वर्ग है। 
ऊपर दी गई सारणी में विभिन्‍न वर्ग अंतरालों (089 7थ५०) की तिम्म' सीमा ((0ए० १ाणां0 

और उपरि सीमा (॥90७ ॥॥॥) के बीच अंक प्राप्त करने वाले विद्यार्थियों की संख्या दी गई है। पहले 
वर्ग अंतराल की निम्न सीमा । है और उपरि सीमा 5 है। उन विद्यार्थियों, जिनके प्राप्त अंक इस वर्ग 
अंतराल में आते हैं, अर्थात्‌ ] से 5 तक हैं, की संख्या  है। इसी प्रकार 6 से 20 तक अंक प्राप्त करने वाले 
विद्यार्थियों की संख्या 9 है। 

ऊपर दी गई सारणी में, वर्ग अंतराल अन॒तिव्यापी (॥00-00७797778) हैं। इस उदाहरण में कोई 
भिन्‍नात्मक अंक नहीं हैं। किंतु यदि हमें लंबाई या भार मापना हो तो मीटर या किलोग्राम के भिन्‍नात्मक 
मान भी हो सकते हैं। अतः हमें वर्ग अंतरालों को बतत (०077008) बनाना होगा। वर्ग की उपरि 
सीमा और अगले वर्ग की निम्न सीमा के बीच की संख्या उस वर्ग की वास्तविक उंपरि सीमा और अगले 
वर्ग की वास्तविक निम्न त्षीमा होती है। इस प्रकार, ऊपर की सारणी में, पहले वर्ग अंतराल की 
वास्तविक निम्न और वास्तविक उपरि सीमाएं क्रमशः 0.5 और 5.5 है। इसी प्रकार दूसरे वर्ग अंतराल 
की वास्तविक सीमाएं क्रमशः 5.5 और 0.5 हैं, इत्यादि। किसी वर्ग अंतराल की वास्तविक उपरि सीमा 
और वास्तविक निम्न सीमा के अन्तर को उस वर्ग अंतराल का आमाप (४2७) कहते हैं। ऊपर के 
उदाहरण में, पहले वर्ग अंतराल का आमाप 5.5-...0.5 अर्थात्‌ 5 है। किसी वर्ग विशेष के मध्य मान को 
उस वर्ग का वर्ग चिह्न (०७४४ रक्षा) कहते हैं। इस प्रकार 


किसी वर्ग का वर्ग चिह्म 5 “वर्ग सीसा + निम्त्र वर्ग सीसा 
वास्तविक उपरि सीमा + वास्तविक निम्न सीमा 
हा ४४४७७७४७४४४ ४४४७७७७७ 


ऊपर दिए गए बंटन के वर्ग चिह्न : 3,8,3... हैं। अब प्रश्न यह उठता है कि दिए गए असंसाधित 
आंकड़ों (६७ 089) से वर्ग कैसे बनाएं। व्यावहारिक ज्ञान से यह स्पष्ट है कि वर्ग बनाते समय निम्न 
बातों का ध्यात रखना चाहिए: 
, वर्ग अनतिष्यापी हों। 
, वर्गों के बीच कोई रिक्ति न हो। 
, जहां तक संभव हो, सब बर्ग एक ही आमाप के हों। 
, जहां तक संभव हो, विवतांत वर्ग (00थ॥ ७॥0 ०४४७) (जैसे 2 से कम, 5 से अधिक) नहीं 
बनाने चाहियें। 
, प्रत्येक वर्ग की सीमाएं इस प्रकार चनें कि यह ज्ञात करने में अनिश्चितता न हो कि कोई 
दिया हुआ मान किस वर्ग का है। 
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अरण 2: 


चरण 3: 


चरण 4: 


चरण 5: 
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' आंकड़ों से विचर (५७786) के निम्तनतम और अधिकतम मान ज्ञात करते हैं। ऊपर के 


उदाहरण में ये मान 0 और 50 हैं। 


कितने वर्ग बनाने हैं, फिर इसका निर्णय लेते हैं। इसके लिए कोई विशेष नियम नहीं है 
परंतु प्रायः वर्गों की संख्या 5 और ]5 के बीच रखते हैं। ऊपर के उदाहरण में यह संख्या 
0 है। 


वर्ग अंतराल प्राप्त करने के लिए हम अधिकतम मान-निम्नतम मान ' के अंतर को वर्गों 
की निश्चित संख्या से भाग देते हैं। इस भागफल से वर्ग आमाप का एक लगभग मान 
प्राप्त होता है और हम इस मान के निकट एक सुविधाजनक संख्या को वर्ग का आमाप 
मान लेते हैं। ऊपर के उदाहरण सें, यह आमाप 50 -+ 0 अर्थात्‌ 5 है। 


टिप्पणी :आंकड़ों में अधिकतम मान और निम्नतम मान के अंतर को परिसर (026) 
कहते हैं। 


यह पुष्टि करनी चाहिये कि अधिकतम मान और निम्नतम मान सम्मिलित करने वाले 
वर्ग हमने बना लिए हैं। ऊपर के उदाहरण में निम्नतम मान | है जो वर्ग -5 में 
सम्मिलित है और अधिकतम मान 46 है जो वर्ग 46-50 में सम्मिलित है। 


आंकड़ों में से प्रत्येक संख्या को एक-एक करके लेते हैं और जिस वर्ग में वह संख्या होनी 
चाहिये, उसके सामने एक मिलान चिह्न लगाते है। गणना में सुविधा के लिए हम 
मिलान चिहनों को पांच पांच के समूहों में लेते हैं। जहां पांचवां मिलान चिह्न, अन्य 
चारों को कर्णवत्‌ काटता है। उदाहरण के लिए ॥॥/$|)। 5 8 

गणना करके, हम प्रत्येक वर्ग के मिलान चिहनों की संख्या ज्ञात करते हैं और यही उस 
वर्ग की बारंबारता होती है। स्पष्ट है कि सभी बारंबारताओं का जोड़ वही होगा जो कि 
कल आककड़ों की संख्या है। अन्त में, प्राप्त बारंबारता बंटन सारणी को एक उपयकक्‍त 
शीर्षक देना चाहिये जिससे कि इस शीर्षक से ठीक संकेत मिल जाए कि यह सारणी किस 
बारे में है। निम्न उदाहरणों द्वारा यह प्रक्रिया और स्पष्ट हो जाएगी। 


उदाहरण 8.] : एक उप-नगरी के 30 घरों के पानी के बिल (रुपयों में) नीचे दिये हैं। वर्ग आमाप 0 
लेकर एक बारंबारता बंटन सारणी बनाइए 


30, 32, 45, 54, 74, 78, 08, 2, 66, 76, 88, 40, 4, 20, 5, 33, 44, 
66, 75, 84, 95, 96, 02, 0, 88, 74, 2, 4, 34, 44 
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हल : यहां निम्नतम संख्या ]4 हैं और अधिकतम संख्या | हैं। उ्मेकी अरे (2 -- 4 + 98 है। 
. -क्य्रोंकि 98 + 0 - 9.8, अत: हम 0 आमाप के [0 वर्ग बत्ताएंगे। हि 
यदि अधिकतम संख्या 82 को सम्मिलित करने के लिए, अंतिम वर्ग की.उपरि सीमा !2 लें तो 
पहले वर्ग की उपरि सीमा 22 रखनी होगी। (क्यों?) 
ऊपर के तथ्यों को ध्यान में रखते हुए, हम बारबारता बंटन सारणी की रचना इस प्रकार करते हैं: 


30 घरों के पानी के बिलों की बारबारता (बंटन) सारणी 


बिल (रुपयों में) मिलान चिन्ह. बारंबारता 
3-.22 का ॥॥ 

23-32 ॥ 
33--.42 || 
43--52 || 
53---62 । 
63--72 |! 
73-..82 | 
83-92 ॥| 
93--02 मऊ: || 
03---2 ॥॥ 


> ० (४0 (.. >> #_+ (५3 (3 'ज> नु> 


कल जोड़ 


१५ 
2 


यदि किसी वर्ग विशेष की बारबारता और उससे पूर्व के सभी वर्गों की बारंबारता का योगा 
करें तो प्राप्त योग फल को उस वर्ग विशेष की बंचयी बारंबारता (०पए/॥/५९ 7९१००॥८ए) कहते 
हैं। संचयी बारंबारता के परिकलन के लिए वर्गों को आरोही क्रम में लिखना चाहिये। उस सारणी को जो 
यह प्रकट करे कि प्रत्येक वर्ग की संचयी बारंबारता क्या है, संचयी बारंबारता (बंटन) सारणी कहते 
हैं। उदाहरण 8.] में दिये गए आंकड़ों की संचयी बारंबारता सारणी इस प्रंकार है। . ...' 
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' «५ - ४) अेकेंसानी के बिज्ों, की संच्यी बाइंबाउताव्बूवन सारणी... 


|; ॥| न्न-जलि ता तअूू--_््नतेमत+__+__तं््््ग>+ 2.3, .....0...0.00क्‍0ु&..0क्‍क्‍0ह0॥0ह॥>ममत0त0ह..0..07 ३ ४ 8 ले 28 27 ३ के &#. हे । * 


ब् +ऋूड 


पु + । कम ः् है है कर कं है मर हा 4 १ न ६ +. 





२); 








बिल ' ०“ बारंबासता 5. ' ' संचयी बारबारता  « (६ जाए 
(रुपयों में) ै -ः ' 
3-22 . 4 र्घ 

23-32. पा 6 (5 2+ 4) 

33-42 3 9 (< 3+2+4) 

43-52 3 2 (-3+3+2+4) 

53-62 ]. 3 (८+3+3+2+4) 

63-72 हट ]5 (5 2++3+3+2+4) 

73-82 5 20 (5 5+2++3+3+2+4) 

83-92 3 23 (5 3+5+2++3+3+2+4) 

93-02 3 26 (5 3+3+5+2+[+3+3+:2+4) 
03---42 रथ 30 (5 4+3+3+5+2++3+3+2+4) 





हम पाते हैं कि अंतिम वर्ग की संचयी बारंबारता या तो बारंबारताओं की कुल संख्या होती है या 
असंसाधित आंकड़ों में प्रेक्षणों की कल संख्या होती है। 


उदढाहरण 8.2 : एक बंटन के वर्ग चिहन हैं: 04, 4, 24, 34, 44, 54 और 64 
. वर्ग आमाप और वर्ग सीमाएं ज्ञात कीजिए। 


हल: वर्ग आमाप, दो क्रमागत वर्गों के वर्ग चिन्हों का अंतर होता है। इसलिए 
वर्ग आमाप 5 व!4--04 5 0 
अब हमें दिए गए मध्य बिन्दुओं 04, 4, 24, 34, 44, 54, 64 से आमाप 0 के वर्ग 
बनाने हैं। ह 


पहले वर्ग की सीमाएं हैं. : 


04 >' ,04+5, अर्थात 99 09। इसी प्रकार, अन्य वर्गों की सीमाएं ज्ञात करते हैं। हमें 


निम्नलिखित वर्ग सीमाएं प्राप्त होती हैं। 
99, 09: 09, 9; 49, 29: 29, 39, 39, 49. 449, 59. 59, 69 


क्न्तः 
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४7. ० प्रश्नावली ]8.7 /ह 5 # 


, 'सांख्यिकी' और 'सांख्यिकीय आंकड़े' से आप क्या समझते हैं। 
2. सांख्यिकी के कुछ मौलिक अभिलक्षणों का वर्णन कीजिए। 
, परिभाषित कीजिए। () प्राथमिक आंकड़े (॥) गौण आंकड़े। 
इन दोनों में से कौन से-प्राथमिक आंकड़े या गौण आंकड़े अधिक विश्वसनीय होते हैं, और 
क्यों? 
. हम आंकड़ों का वर्गीकरण क्यों करते हैं? 
. निम्नलिखित शब्दों के अर्थ की व्याख्या कीजिए : 
() विचर (0) वर्ग-अंतराल (प) वर्ग-आभाष (9) वर्ग क्षिह॒त 
(९) वर्ग बारंबारता. (शं) वर्ग संचयी बारंबाशता (९॥) वर्ग सीमाएं 
(शा) वास्तविक वर्ग सीसाएं 
, मौसम विभाग के अनुसार दिल्‍ली में, अगस्त 974 में अधिकतम तापमान (सेलसियस 
डिग्री में) और सापेक्ष आर्द्रता (प्रतिशत में) के आंकड़े नीचे दिए गये हैं। 
प्रत्येक के लिए, एक बारंबारता सारणी बनाइए। 
अधिकतम तापमान (सेलसियस छिश्री में) 


32.5, 30.3, 33,8, 3.0, 28.6, 33.9, 33.3, 32.4, 30.4, 32,6, 34.7, 34.9, 
34,6, 35,2, 35.3, 33.5, 36,4, 36.6, 37.0, 34.3, 32.5, 3,4, 34.4, 35,6 
37.3, 37.5, 36.9, 37,0, 36.3, 36.9, 36.7 


सापेक्ष आद्रता 09॥76 ॥रणांधाए) (प्रतिशत में); 
90, 9/, 92, 95, 93, 95, 93, 85, 83 , 85, 83, 77, 83, 77, 74, 60, 7, 65 
74, 80, 87, 82, 8, 76, 6, 63, 58 , 58, 56, 57, 54 


. कक्षा 9 के, 50 विद्याथियों द्वारा, हिन्दी की परीक्षा में प्राप्त अंक नीचे दिये हैं। 
इन आंकड़ों से, संचयी बारंबारता सारणी बनाइए। 


42, 2], 5, 37, 42, 37, 38, 42, 49, 52, 38, 53, 57, 47, 29, 59, 6, 33, 

7, 7, 39, 44, 42, 39, 4 , 7, 27, 9, 54, 5, 39, 43, 42, ./6, 37, 67, 

62, 39, 5], 53, 4, 53, 59, 37, 27, 33, 34, 42,22, 3 

ै के हो में से, यादृच्छिक (7870007) रूप से चुने गए 40 संतरों के भार (ग्रामों में) नीचे 
। 


पाख्यिकी 


45, 35, 30, 80, 75, 00, 40, 60, 65, 40, 00, 75, 70, 60, 70, 95, 85, 


80, 35, 45, 40, 50, 60, 65, 55, 45, 30, 90, 85, 75, 85, 75, 70, 0, 
00, 80, 70, 55, 30, 70: 


एक संचयी बारंबारता (बंटन) सारणी बनाइए। 


9, अवधि 5.3.987 से 4.5.987 के लिए, एक उपनगरी के 25 घरों के बिजली के बिल 
(रुपयों में) नीचे दिये हैं : 
50, 44, 0, 8, 5, 8, 56, 30, 22, 30, 24, 5, 2, 27, 42, 45, 25, 24, 20, 
22, 4, 6, 25, 36, 47 


आंकड़ों को आरोही क्रम में व्यवस्थित कीजिए और एक बारंबारता सारणी और संचयी 
बारंबारता सारणी बनाइए। 


0. एक वर्ष विशेष में, हिमाचल प्रदेश के प्राथमिक सकल के अध्यापकों की आय (वर्षों में) का 
बंटन नीचे दिया गया है। 


आय (वर्षों में) अध्यापकों की संख्या 
6--20 !] 

5 7 32 

26-30 5] 

3--35 49 

36---40 27 

4---45 6 

46-50 4 


() पहले वर्ग अंतराल की निम्न सीमा लिखिए। 

(0) चौथे वर्ग अंतराल की वर्ग सीमाएं ज्ञात कीजिए। 
(॥) सातवें वर्ग अंतराल का वर्ग चिह्न ज्ञात कीजिए। 
(9) वर्ग आमाप ज्ञात कीजिए। 

(५) एक संचयी बारंबारता सारणी बनाइए। 
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[4. नीचे एक संचयी बारंबारता बंटन सारणी वी.डाईहै।फ़ोमभपछले.60 दिलों में, एक पोस्ट 
आफिस द्वारा प्राप्त पैकटों की संख्या और उनकी बारंबारता प्रकट करती-है। 








पैकटों की संख्या 60 दिनों में कितनी बार प्राप्त 
0 से कम ...]7 
20 से कम 22 
30 से कम 29 
40 से कम 37 
50 से कम 50 
60 से कम 60 


इससे, बारंबारता सारणी बनाइए। 


2. एक बंटन के वर्ग चिह्न हैं : 
47, 52, 57, 62, 67, 72, 77, 82, 87, 92, 97, 02 


वर्ग माप, वर्ग सीमाएं, वास्तविक वर्ग सीमाएं ज्ञात कीजिए | 


8.4 सांख्यिकीय आँकड़ों का आलेखी निरूपण 


पिछले परिच्छेद में हमने दिए हुए आँकड़ों को सारणिक रूप में व्यवस्थित करना सीखा है। आँकड़ों को 
चित्रों द्वारा निरूपित करने पर हमें बेहतर संदर्श प्राप्त हो सकते हैं, क्योंकि आकर्षक ढंग से बनाए गए 
चित्र या आलेख अपनी ओर आकर्षित करते हैं और साथ ही जटिल आँकड़े सबो ध लगने लगते हैं। हम 
एक विशेष प्रकार के आलेख अर्थात्‌ दंड आलेख (90 8720) से पहले परिचित हो चुके हैं जिसका प्रयोग 
हमने संख्यात्मक आँकड़ों को निरूपित करने में किया है। 


इस परिच्छेद में हम बारंबारता बंटन के कुछ महत्वपूर्ण प्रकार के आलेख का अध्ययन करेंगे। 
इनमें से एक आलेख आयत-चित्र (॥80श५7) है। आयत-चित्र अथवा बारंबारता आयतं-चित्र 
बारंबारता बंटन का एक आलेख होता है। आइए किसी संगठन के 245 श्रमिकों की मासिक मज॒दरी के 
निम्नलिखित बारंबारता बंटत पर विचार करें। 


सांख्यिकी ३०] 


४ हम "फ !245अमिकों की भासिक मजदूरी की बारंबारता बंठंने / + 


सलपजत- ५-2 क 8 8 माल , ! , ! है, 











मासिक मजदरी श्रमिकों की संख्या 
325-350 30 
350-375 45 
375-400 ु 75. 
400-425 60 
425-450 35 
कल जोड़ “ 245 


अिवकलननासंण->ाखाव्फजक 


ऊपर दिये गए बारंबारता बंटन का आयत-चित्र हम निम्न चरणों में बनाएंगे। 


चरण  : उपयुक्त पैमाना (8०४6) लेकर, हम वर्ग सीमाओं की >- अक्ष पर निरूपित करेंगे। 
चरण 2 : उपयक्त पैमाना लेकर, हम 9- अक्ष पर, बारंबारता को निरूपित करेंगे। 
चरण 3 :फिर हम वर्ग अंतरालों को आधार तथा संगत बारंबारताओं को ऊँचाइयाँ लेते हुए आ4तो की 
रचनां करेंगे। 
यह आवश्यक नहीं कि दोनों अक्षों पर एक ही पैमाना हो। हम दोनों अक्षों पर भिन्न-भिन्न पै माना 
भी ले सकते हैं। पैमाने का चुनाव हम आँकड़ों के प्रकार और अपनी सुविधा के अनुसार कर हैं। 
ऊपर दिये गए, 4,रमकं के मासिक मजदूरी के बारंबारता बंटन का आयत-चित्र नीचे दिया गया 


है। | 





मासिक मजदूरी (रुपयों में) ““प"7पैप 
आकृति 8.] : 245 श्रमिकों के मासिक मजदूरी के बारंबारता बटन का आयत-पि+ 
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अधीकि 22 अक्ष पर वैमाने की पहली सख्यो 325 हैं, इंसलिएं, ४- अक्ष पर, मूल बिन्दें के निकंट एक क 
भंग ((॥/) दिखा देतें हैं, जिससे येह पता चल जाएं कि आयत-चिंत्र हे ऐसे पैमाने से खींचा गया है, जो 325. 
से प्रारम्भ होता है, न कि मल बिन्दु से। 

यदि आवश्यक हो, तो हम यही प्रक्रिया »- अक्ष पर भी लागू कर सकते हैं। 


टिप्पणी :ऊपर के उदाहरण में, वर्ग अंतराल सतत हैं। यदि किसी उदाहरण में वर्ग अंतराल सतत न हों, 
तो इन्हें सतत-बना लेना चाहिये, और फिर आयत-चित्र की रचना करनी चाहिये! 


8.5 बारबारता बहभज 


आयत-चित्र में, प्रत्येक दो क्रमागत आयतों की ऊपरी भुजाओं के मध्य बिन्दुओं की एक रेखाखण्ड द्वारा 
मिलाने से जो आकति हमें प्राप्त होती है उसे हम बारंबारता बहुभज (7९५7०॥0ए 909६8०॥) कहते हैं। 

बहभज को परा करने के लिए, प्रत्येक सिरे पर, श॒न्य बारंबारता के, एक अतिरिक्त बर्ग अंतराल 
की कल्पना कीजिए*। आयत-चित्र के पहले आयत की ऊपरी भुजा के मध्य बिन्द को, उसके पूर्व कल्पित 
वर्ग अंतराल के मध्य बिन्द से, एक रेखाखण्ड द्वारा मिला दीजिए। इसी प्रकार, आयत चित्र के अन्तिम 
आयत के ऊपरी भुजा के मध्य बिन्दु को, आगे के कल्षित वर्ग अंतराल के मध्य बिन्दु से एक रेखाख़ण्ड 
द्वारा मिला दीजिए। ध्यान दीजिए कि इस प्रकार, बारंबारता बहुभुज का क्षेत्रफल वही होगा जो उसके 
संगत आयत-चित्र का है। 





हर 
न 
.. ऊैप्ेड 3535 औआ5छए बअ66 क#शय्रह 3» 


भासिक मजदरी (रुपयों में) ” ॒75++£ 
आकृति 8,2 बारंबारता बहुभुज जो 245 श्रमिकों की मासिक मजदूरी प्रदर्शित करती है। 


पजजज--# 


्ेः 


ऐसी स्थितियां भी हो सकती हैं जिनमे कल्पित वर्ग अंतराल सम्भव न हो। उदाहरण के लिए, विद्यार्थियों द्वारा प्राप्त अंको 

की स्थिति में, दोनों सिरों पर, हम न तो 0 से कम अंको की,कलपना कर सकते हैं और न ही अधिकतम अंक से आगे अकों, 
की। ऐसी स्थितियों में, आकृति 8.3 (॥) के अनुसार बहुभुज पूरा करते हैं। इस आकृति में, सिरों के अतिरिक्त रेखाखण्डों 

के कुछ भाग ही खीचते हैं और फिर उन्हें सीधा नीचे 0 और [00 से मिला देते हैं। परन्त ऐसी स्थिति में हम उपरोक्त 
प्रकार के भेद पर कोई बल नहीं देते। 
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बारबारता बहुभुज को, स्वतन्त्र रूप से भी प्राप्त कर सकते हैं। इसके लिए, वर्ग अन्तरालों के मध्य 
बिन्दुओं को »- अक्ष पर, और बारंबारता को »- अक्ष पर निरूपित कर, बिन्दुओं को आलेखित करते हैं 
और फिर आलेखित किये हुए बिन्दओं को रेखाखण्डों द्वारा मिला देते है' 


उदाहरण 8.3 : निम्नलिखित आँकड़ों के लिए, एक आयत चित्र बनाइए और एक बारंबारता बहु भज 


बनाइए। 
5] विद्याथियों द्वारा प्राप्त अंकों का बारंबारता बंटन 
अंक विद्याथियों की संख्या 
0-() 5 
]0-20 ]0 
20-30 4 
30-40) 6 
40-5() हि 
50-60 है 
50-70 2 
70-80 
80-90) ३ 
90-00 9 
कल जोड़ 5] 
हल : आकृति 8.3 ()) और आकृति 8.3 (7) में एक आयत चित्र और एक बारंबारता 


बहुभुज (बिन्दुकित रेखा से), एक ही पैमाने पर दिखाये गए हैं। किन्तु हम आकृति 
8.3 () की विधि को प्रयोग करेंगे। [देखिए पृष्ठ 392, (तारांकित)] 


यदि आयत चित्र और बारंबारता बहुभज दोनों ही खींचने हों, तो यही उपयुक्त होगा कि पहले आयत 
चित्र बनाया जाए और फिर आयत-चित्र के आयतों की ऊपरी भजाओं के मध्य बिन्दुओं को मिलाकर 
बारंबारता बहभज प्राप्त किया जाए। परन्तु यदि केवल बारंबारता बहुभुज ही बनाना हो तो पहले 
वर्ग-अंतराल के मध्य-बिन्दुओं को >- अक्ष पर, और बारंबारता को »- अक्ष पर निरूपित किया जाए, और 
फिर प्रत्येक वर्ग मध्य बिन्दु और संगत बारंबारता द्वारा निश्चित बिन्दु को आलेखित किया जाए और 
अन्त में उनको इस प्रकार जोड़ा जाए जैसे ऊपर स्पष्ट किया गया है। 


वि; न 
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अंक -.?...ह.> (४) 
आकृति 8.3 [0) और (0)] : 5। विद्यार्थियों द्वारा प्राप्त अंकों का आयत-चित्र तथा बारंबारता बहुभुज 


8.6 संचयी बारबारता वक़ या तोरण 


जिस प्रकार एक बारंबारता बहुभुज, बारंबारता बंटन का आलेख होता है ठीक उसी प्रकार संचयी 
आारबारता वक्र ("णापा॥४८ ॥0पए०४०ए "फ्रए९) या तोरण (०९४४८) संचयी बारंबारता बंटन का 


सांख्यिकी 

आलेख होता है। | | । ४। 
संचयी बारंबारता वक्र खींचने के लिए वर्गों की उपरि सीमाओं को भुज (8050४5६8८) और उनके 

संगत संचयी बारंबारता को कोटि (00798८४) मान कर बिन्दओं को आलेखित करते हैं। फिर इन ब्िंदओं 

को मिलाते हुए हम एक मुक्त हस्त निष्कोण वक्र (66 ॥७॥0 87000॥ ७ए९९) खींचते हैं। यही अभीष्ट 


संचयी बारंबारता वक्र या तोरण हैं। यह एक नीचे से ऊपर की ओर बढ़ता हआ वक्र होता है। 
आइए हम निम्नलिखित आँकड़ों पर विचार करें और उनका तोरण खींचें। 


00 विद्यार्थियों द्वारा प्राप्त अंकों का ब।श्वारता बंटन 


] ७ 4.3.-3--ना «००3० पी 7 8“; +कै-+7--+०॥ ४3-७० | “पान पे अमन फ्ममम»न ॥७-मनन अमन उतप-+. ७ ओ+२७--२७०० “ कौ “७ क्‌ ह- *ण०-क जज पजडकाज 
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अंक विद्यार्थियी की संख्या 
0-0 7 ह 
]0-20 ..._]0 | 
20-30 23 
30-40 5] 
40-50 6 
50-60 3 
कल जोड़ 00 


हम पहिले एक सारणी बनाएं जो संचयी बारंबारता बंटन को प्रदर्शित करें। 


00 विद्यार्थियों द्वारा प्राप्त अंकों का संचयी बारंबारता सारणी 


अंक 'से कम' संचयी आबृति 
0 ्िः 
20 ]7 (0 + 7) 
30 40 (23 + ॥7) 
40 9] (5] + 40) 
50 97 (6 + 9) 
60 00 (3 + 97) 


वर्गों की उपरि सीमाएं हैं : 0, 20, 30, 40, 50, 60 
वर्गों की उपरि सीमाओं को ४- अक्ष पर निरूपित करते हैं। 
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संचयी बारंबारता को #- अक्ष पर मिरूपित करते हैं। ३: 

वर्ग उपरि सीमा को >-निर्देशांक मानकर, और संगत संचयी बारंबारता को »-निर्देशांक मानकर, 
बिन्दरओं का आलेखन करते हैं। 

इस प्रकार आलेखित किये गए बिन्दुओं को मुक्त हस्त से खींचे गए वक़् द्वारा जोड़ते हैं जिससे 
संचयी बारंबारता वक्र (या तोरण) प्राप्त होता है। 





आकृति 8.4 : 00 विद्यार्थियों द्वारा प्राप्त अकों का तोरण 


टिप्पणी : सचयी बारंबारता वक्र या तोरंण खींचते समय हम यह कल्पना कर लेते हैं कि सबसे पहले वर्ग 
अन्तराल से पहले भी एक वर्ग अन्तराल है जिसकी बारंबारता शन्य है। 


प्रश्नावली 8.2 


]. निम्न सारणी में एक नगर की (0-34) आयु वर्ग की साक्षर स्त्रियों की संख्या दी गई हैः 


सांख्यिकी 





37५ 
... आयुवर्ग . वश *... ८: ४-सिभ्रयोंकी संख्याफसक 
2 आज कह जज ० व कि पा ४5 कप रे रच पा (निकटतम दस) 
0-4 . हु माह कक कप 
5-9 ्ि हो) मु 
20-24 800 ५! 
25-29 बे 
30-34 का 
3320: 2950 


नक्ल््ल््ि पा पाप «5 


ऊपर दिए गए आँकड़ों को प्रद्शित करने के लिए, एक आयतचित्र बनाइए। 
2, 00 व्यक्तियों की लंबाइयों (सेमी में) का बंटन इस प्रकार है: 


वर्ग अतराल (सेमी) , बारबारता 
45-] 55 ु 3 
55-65, 35 
]65-]75 25 
]75-]85 | 5 
]85.-]95 20 
95-205 2 
कल जोड़ 00 


इस बारंबारता बंटन की आयत-चित्र द्वारा प्रदर्शित कीजिए | 


.. 3. एक प्रश्न को हल करने में 25 विद्यार्थियों द्वारा लिया गया समय (सेकण्डों में) इस प्रकार 

हैः 

6, 20, 26, 27, 28, 30, 33, 37, 38, 40, 42, 43, 46, 46, 46, 48, 49, 50, 53, 58, 

59, 60, 64, 52, 20 

(क) 0 सेकण्ड की वर्ग माप लेकर, इन आँकड़ों के लिए बारंबारता बंटन सारणी 
बनाइए 

(ख) इस बारंबारता बंटन को प्रदर्शित करने के लिए एक आयत चित्र बनाइए। 


चर 
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4. 50 व्यक्तियों के भार (किग्रा में) का बंटन इस प्रकार हैः 








भार (किग्रा में) ' व्यक्तियों की संख्या 
है .... 50-55 (2 
55-60 8 
60-65 5 
65-70 4 
70-75 5 
75-80 7 
80-85 6 
85-90 ____ 85590 ._._____[_[_[__ ै. ____ 
कल जोड़ 50 


ऊपर दिये गए आँकड़ों के लिए एक आयत-चित्र बनाइए। 


5. नीचेदिए आँकड़े एक नगर के, दो साल के मासिक निर्वाह व्यय सूचकांक दिखाते हैं। 
इनके लिए एक आयत-चित्र और साथ में एक बारंबारता बहभूज बनाइए। 


निर्वाह व्यय सूचकांक महीनों की संख्या 
440-460 2 
460-480 4 
480-500 3 
500-520 5 
520-540 3 
540-560 2 
560-580 ] 
580-600 4 





कल जोड़ 24 
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. 6. एक नगर के, श्रमिकों के घर के व्यय (रुपयों में) का बंटन नीचे दिया गया हैः 





व्यय बारबारता . 
(रुपयों में) ४ 
00-50 25 
50-200 40 
200-250 33 
250-300 28 
300-350 ु 30 
350-400 22 
400-450 6 
450-500 8 
कल जोड़ 202 


ऊपर दिये ऑँकड़ों के लिए, एक आयत-चित्र और एक बारंबारता.बहुभुज बनाइए। 


7, पाठ योग्यता की एक परीक्षा में, कक्षा [५ के विद्यार्थियों के दो सम॒हों द्वारा प्राप्त अंकों का 
बंटन नीचे दिया गया है: 





वर्ग अंतराल. समूह 8 समूह 8 
50-52 4 2 
47-49 0 3 
44-46 ]5 4 
4-43 [8 8 
38-40 20 ]2 
35-37 2. .. ]7 
32-34 3 22 
कल जोड़ द 92 68 


अखिल तलक्‍..3-3%-  + ०० अन-नककाककापकामनन-नत न नाक नितिन कननीय- कब >मनुनन-व मनन ५ मम अममम-कमननुनाननानन-॑िििय नी र(ित3क3.3.3-+०-ीक किन कोोो--ोप-प-तास ::: क्‍अक्‍: दी भय नर इ:इ-फ४पप१७७७७७.-.क-*-4-++ -_>न्न्नन न _+ न 2 न्‍् तन न७ढ- ९०) फकझभ+त नमक... नकन++ पान ०ऊ+ नमन नमन. 





एक ही निर्देशांक अक्षों पर, प्रत्येक समूह के लिए, एक बारंबारता बहुभुज बनाइए। 
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8. एक स्कूल की कक्षा ए के 60 विद्यार्थियों की बुद्धि लब्धियाँ (00श॥92206 (000७४) 
नीचे की सारणी में दी गई हैं। 





ब॒द्धि लब्धियां बारंबारता 
25.5-32.5 || 
8.5-25.3 3 
],5-8,3 रथ 
04.5-].5 6 
97.5-04.5 0 
90.5- 9/.5 ]2 
83.5- 90.5 5 
76.5- 83.5 5 
69.5. 76.5 ् 
62.5- 69.5 ] 
कल जोड़ 60 


ऊपर के आँकड़ों के लिए एक बारंबारता बहभज बनाइए। 


9, एक मैडिकल प्रवेश परीक्षा में, 230 परीक्षार्थियों द्वारा प्राप्त अंकों का बारंबारता बंटन, 
नीचे दिया गया हैः 


अंतराल (अंक) बारंबारता 
400-430 20 
450-500 35 
3500-550 40 
550-600 32 
600-650 24 
650-700 27 
700-750 8 
730-800 34 
कल जोड़ 230 


ऊपर के आँकड़ों को प्रदर्शित करने के लिए, एक संचयी बारंबारता वक़ (तोरण) बनाइए। 


ड़ 
है 
फप्न्म्मो 


ये, नव िम्ण 


5 


पुकरमयाओ 


उत्तरमाला 


प्रश्नावली 8.] 


, बिन्दु 4, 3, 6 तथा 7) सरेख हैं। 


प्रश्नावली 8.2 


, 6 2, एक 3, 48 42, 82. 4. 0) 34 (#) [4] 5. 28% 
. 0) 68९ (0 27९ () 45९ (0) 5" %. 52९ 8, 20% 0, 05% 


प्रश्तावली 9.! 


, 0) 05९ (0)70९ 2, 30" 3. 4८ 30९, 85 50९ 5. 90० 


प्रश्नावली 9.2 


, 6) 45९ () 25९ 2. 5"९ 3, 65 40% ४5८ 50", ४८ 90%, /- 40" 


प्रश्नावली 9.3 


, ८] 5 ८3 ८ ८5 ८ ८7 ८ ]08" 


८2 >7 ८4 5 ८6 क्नु ८6 ८ 727 


प्रश्नावली 9.4 


, 25९ 2. 40", 60, 80" 
, ()) नहीं (|) नहीं (॥) हां (४) नहीं (०) नहीं (४) हां 4. 50", 30%, 00" 


प्रश्वावली 95 ४ 


, 70९, 80९ 2, 35% 65" 80" 


402 ््््ि १2” ्् गणित 


प्रश्नावली 9.6 


, 207 2. 36% 72", 08* 44? 3, 207 4 5 
* 5, (क)8 (ख) 8 (ग) 72 (घ) 20 


प्रश्नावली 84.3 
5, (ख), (ग) तथा (घ); (ग); (घ) 


प्रश्नावली 2. 
5. एक बिन्दु 6. कोई बिन्दुपथ नहीं है। 


प्रश्नावली 2.2 


, हां 2. कोण 84८ के समद्विभाजक तथा रेखा /(2 का प्रतिच्छेद बिन्द्‌ 
3. “294८ का समद्विभाजक 


प्रश्नावली 2.3 


, (क)9 (खी)8 (ग)2.5 
4, ८2.4८ के समद्विभाजक तथा रेखा 9८ का प्रतिच्छेद बिन्दु 


प्रश्नावली 3. 
2, 8.25 सेमी 


प्रश्नगावली 3.4 


7. रेखा, 48 के समांतर तथा 48 से ---- की दरी पर 


प्रश्नावली 4.3 


उत्तरमाला * 403 


प्रश्नावली 5.] 


8. (क) त्रिभुज, हां. (ख) आयत, हां. (ग) समांतरचतुर्भुज, नहीं 
2. (क) हां, तीन (ख) हां, एक. (ग) नहीं 

3. (क) हां, दो (ख) हां, एक (ग) हां, चार 
- 4 (क) हां, एक (ख) हां, एक (ग) हां, तीन 
5. (क) चार अपरिभित (ग) एक 

6. (क) तीन (ख)छः (ग) नहीं 

7. 4> 8, 0. 9 # स,.7. 0] 
85 [4, 8, 0 0. £ 7] 

2<- [# 6, 3 7. 7, ४, / 2, # ७ 7] 
/25 [& ० &॥ 


प्रश्नावली 5.3 
. 45, (क) असत्य (ख) सत्य (ग) सत्य (घ) सत्य (ड) असत्य (च) असत्य (छ) सत्य 
(ज) असत्य (झ) सत्य (जज) असत्य 


प्रश्नावली 6. 
|| 2 ]2 ]2 
व फ!! छ) पे पढे 5 


5 5 5.2 2] 2 
५ व दा का ) उठ ' ऊ ' 50 
प्रश्नावली .6.2 


_ ७5 __ 2 
, ०08 .4 -+ श ) 8.4 न्कह 


; 3 4 
, 2. श॥ 8 द्ध ) [शा ओी ८८ पा 


ु गणित 
404 ' 


३. छा 0 +- स्का / 0 0 न 29/6 


[[ 
4. 8॥ (, ? 008 जज 








3 कि तल हक कल 2 / हु 
6. आं। / +२ 005 4 न 
प्रश्नावली .6.3 
|. था 4 ८ जद ८ क+ हा ! श 4.4 नई ध् ५ 
६6० 6 ८ ४५००4 | ु 
2, के 6 5 उपरवक 0 न उा..3: [6४73 
4. सिर 6. के 
प्रश्नावली 6.4 
4. (क) -- 2 (ख) हा (ग)2 + राज 
(घ) कल कक (ड) 2 (2 + ४3) 
प्रश्नावली 6.5 


_, [].553 सी 2. 2.59 मी 3. ]4.]मी 4. 50 मी 5. 57.67 भी, 86.5 मी, 
28.83 मी 6. 3460 किमी 7. 30मी 8. 25.95 मी 9. 36.5 मी 
|0, 6.55 मी 88. 236.5 मी 82. 38.93 भी 


उतलरमाली 


408 





प्रश्नचावली 8.] 
6. (क) (ख) 
तापमान बारभध्थारता सापेक्ष आदरता बारम्बारता 
(डिग्री सेल्सियस में) (प्रीतिशत में) 
28--29 50--60' हे 
29-30 0 60-70 4 
30-3] 2 70-80 ; 
3]--32 3 ४0-90 3) 
32-73) हे 90--00 7 
33-34 4 
34--35 4 कल जोड़ 3] 
35-36 9 
36--37 6 
37--38 4 
कल जोड़ 3] 
9, बिजली के बिल बारम्बारता संचयी बारभ्बारता 
(रुपयों में) 
4-8 ८ 2 
9-.3 2 4 
]4--- 8 4 8 
9-23 2 0 
24-28 6 6 
29-33 2 8 
34-38 || ]9 
39-43 || 20 
44-48 3 23 
५ 49-53 ] 24 
54-58. ] 25 
कल जोड़ 25 


4 मी ला यम 
0. 6)6 (60)3,35 (#)48 06५)5 ॥2. 5. 


